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Verschiedene physikalische Eigenschaften lassen sich durch Tensoren beschreiben, die wiederum 
von einem Vektor abhängig sind. Es wird eine Methode angegeben, um den Einfluß der Kristall-
symmetrie auf die Richtungsabhängigkeit dieser Tensoren zu ermitteln. Als Ausgangspunkt werden 
skalare Funktionen verwendet, die gegenüber den Symmetrieoperationen der einzelnen Kristall-
klassen invariant sind. Durch passende Differentiation dieser skalaren Funktionen lassen sich Ten-
soren beliebiger Stufe gewinnen. Für die 32 Kristallklassen werden die allgemeine Form der skalaren 
Funktionen sowie ihre Häufigkeit angegeben. Als Anwendungsbeispiel für die mit dieser Methode 
berechneten Tensoren wird eine phänomenologische Theorie der galvano- und thermomagnetischen 
Effekte gegeben. 

1. Einleitung 

D i e f o l g e n d e n A u s f ü h r u n g e n b e z i e h e n sich auf 
e inen kristal l inen K ö r p e r , be i d e m d u r c h e ine p h y -
sikalische E i n w i r k u n g , d i e mi t e iner F e l d g r ö ß e A 
beschr ieben w e r d e n kann , e in b e s t i m m t e r phys ika l i -
scher Effekt B e rzeugt w i r d 1 . In d e n me is ten Fäl len 
besteht zwischen der E i n w i r k u n g A u n d d e m p h y s i -
kalischen Effekt B k e i n e g e n a u e P r o p o r t i o n a l i t ä t . 
W e n n j e d o c h zwischen d iesen b e i d e n G r ö ß e n ein 
h inre i chend stetiger Z u s a m m e n h a n g besteht , d a n n 
kann m a n die G r ö ß e B in e ine P o t e n z r e i h e nach den 
E i n w i r k u n g e n A e n t w i c k e l n : 

B = T 1 -A + 7 V ( A ) 2 + . . . , (1,1) 

w o b e i d ie K o e f f i z i e n t e n der R e i h e n e n t w i c k l u n g T e n -
soren verschiedener S t u f e u n d f ü r d ie spezie l le 
Eigenschaf t des Krista l l s charakterist isch s ind . 

In e inem Kristal l m i t S y m m e t r i e e i g e n s c h a f t e n 
dar f d ie A u s f ü h r u n g i r g e n d e i n e r d e r S y m m e t r i e -
o p e r a t i o n e n das phys ika l i s che V e r h a l t e n nicht verän-
dern . D a m i t d ies d e r Fal l ist, m ü s s e n d ie K o m p o -
nenten der phys ika l i s chen E igenscha f t s t ensoren Tn 

gewisse B e d i n g u n g e n er fü l l en , d i e s chon verschie-
dentl ich aus führ l i ch untersucht w o r d e n s ind 2 ~ 4 . 

E s s ind nun phys ika l i s che Ef fekte , d e n k b a r , be i 
denen d ie K o e f f i z i e n t e n der R e i h e n e n t w i c k l u n g ( 1 - 1 ) 

1 Hierbei sind die Größen A und ß Tensoren beliebiger 
Stufe. 

2 W.VOIGT, Lehrbuch der Kristallphysik, 2.Auflage.Teubner, 
Leipzig 1928. 

3 C. HERMANN, Z. Kristallogr. 89, 39 [1934]. 

n o c h v o n e iner wei teren F e l d g r ö ß e a b h ä n g i g s ind . 
A l s Be isp ie l d e n k e m a n an d i e g a l v a n o m a g n e t i s c h e n 
Ef fekte , w o zunächst ein l inearer Z u s a m m e n h a n g 
zwischen der elektrischen Fe ldstärke u n d der elektri -
schen St romdichte besteht, d e r P r o p o r t i o n a l i t ä t s f a k -
tor a b e r durch ein äußeres M a g n e t f e l d bee in f lußt 
w e r d e n kann . In e inem Kristal l mit b e s t i m m t e n 
S y m m e t r i e e i g e n s c h a f t e n m u ß nun der v o n e i n e m 
wei teren V e k t o r a b h ä n g i g e E igenscha f t s tensor ge-
g e n ü b e r i rgende iner S y m m e t r i e o p e r a t i o n invar iant 
sein. D i e F r a g e nach d e r B i c h t u n g s a b h ä n g i g k e i t 
e ines so lchen T e n s o r s w u r d e bis jetzt nur f ü r e i n i g e 
Spez ia l fä l l e untersucht. D i e umfangre i chs ten Unter -
s u c h u n g e n w u r d e n v o n KOHLER 5 u n d v o n KAO u n d 
KATZ 6 f ü r d ie ga lvanomagnet i s chen Ef fekte durch-
g e f ü h r t . W ä h r e n d sich KOHLER nur auf d i e q u a d r a t i -
schen Gl i eder in der magnet i schen Fe lds tärke be -
schränkte, g a b e n KAO u n d KATZ ein a l l geme ines V e r -
f a h r e n an, w i e m a n d ie T e n s o r k o m p o n e n t e n f ü r be -
l i eb ig h o h e P o t e n z e n in der magnet i s chen F e l d s t ä r k e 
b e s t i m m e n kann . Es zeigt sich aber , d a ß d i e v o n 
KAO u n d KATZ v o r g e s c h l a g e n e M e t h o d e be i T e n s o r e n 
h ö h e r e r Stu fe auf ein u m f a n g r e i c h e s h o m o g e n e s 
Gle i chungssys tem führt , das nicht m e h r zu ü b e r s e h e n 
ist. Es besteht daher das B e d ü r f n i s nach e i n e m V e r -
f a h r e n , das auch be i T e n s o r e n h ö h e r e r als zwei ter 
S t u f e praktisch d u r c h f ü h r b a r ist. 

4 Modernere Arbeiten sind zitiert bei H. JAGODZINSKI in S. 
FLÜGGE, Handbuch der Physik, VII/1. Springer-Verlag, 
Berlin-Göttingen-Heidelberg 1955. 

5 M. KOHLER. Ann. Phys., Lpz. (5) 20. 878, 891 [1934] ; 
Z. Phys. 95, 365 [1935]. 

• L. P. KAO U. E. KATZ, J. Phys. Chem. Sol. 6. 223 [1958], 
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I n der f o l g e n d e n A r b e i t w i r d ein V e r f a h r e n be-
schr ieben , w i e m a n d ie K o m p o n e n t e n eines — n o c h 
v o n e i n e m V e k t o r r a b h ä n g i g e n — T e n s o r s l-ter 
S tu fe T j iL ( r ) durch p a s s e n d e Di f f e rent ia t i on e ines 
T e n s o r s n i e d e r e r S tu fe erhalten kann, wenn dieser 
s chon d i e r i cht ige S y m m e t r i e besitzt . D i e a n g e g e b e n e 
M e t h o d e ist v ö l l i g a l l geme in u n d kann s o w o h l f ü r 
p o l a r e als auch f ü r achsiale T e n s o r e n a n g e w a n d t 
w e r d e n . A u ß e r d e m kann das A r g u m e n t der T e n s o -
ren s o w o h l e in achsialer als auch ein p o l a r e r V e k t o r 
se in . 

I m Abschn i t t 2 untersuchen w i r d ie B e d i n g u n g e n , 
d i e e in T e n s o r /-ter Stufe er fü l l en m u ß . dami t er 
g e g e n ü b e r d e n D e c k o p e r a t i o n e n einer Kristal lklasse 
invar iant ist. I m Abschni t t 3 ze igen wir , d a ß m a n 
durch d y a d i s c h e b z w . vektor ie l le D i f f e rent ia t i on e ines 
T e n s o r s m i t d e r r icht igen Kr i s ta l l symmetr i e e inen 
T e n s o r h ö h e r e r Stu fe erhalten kann , der d ie in A b -
schnitt 2 abge le i te ten B e d i n g u n g e n erfül lt . A l s A u s -
g a n g s f u n k t i o n e n f ü r d i e sukzess ive Berechnung der 
T e n s o r e n w e r d e n skalare F u n k t i o n e n verwendet , d ie 
g e g e n ü b e r d e n re inen D r e h o p e r a t i o n e n e iner Kristal l -
k lasse invar iant b l e i b e n u n d d i e be i S p i e g e l o p e r a t i o -
n e n eventuel l n u r ihr V o r z e i c h e n ändern . W i e sich 
d iese F u n k t i o n e n berechnen lassen, w i r d in A b -
schnitt 4 bes chr i eben . D i e B e s t i m m u n g der T e n s o r e n 
h ö h e r e r S tu fe w i r d in Abschni t t 5 erläutert. I m A b -
schnitt 6 untersuchen w i r das unterschiedl iche V e r -
halten p o l a r e r u n d achsialer T e n s o r e n . A l s A n w e n -
d u n g s b e i s p i e l der auf d iese W e i s e berechneten T e n -
s o r e n w i r d i m Abschn i t t 7 e ine p h ä n o m e n o l o g i s c h e 
T h e o r i e f ü r d i e g a l v a n o - u n d thermomagnet i s chen 
E f f ekte in Kr is ta l l en g e g e b e n . 

2. Das Transformationsverhalten von Tensoren 
bei Deckoperationen 

G e g e b e n sei e in T e n s o r Z-ter S tu fe 7\- ( t ) , der 
n o c h v o n den K o m p o n e n t e n e ines V e k t o r s X a b h ä n -
g i g ist. D e r E in fachhe i t ha lber sei dieser T e n s o r auf 
e in o r t h o g o n a l e s K o o r d i n a t e n s y s t e m b e z o g e n , so d a ß 
w i r k o v a r i a n t e u n d kontravar iante T e n s o r e n nicht 
zu untersche iden brauchen . D a sich alle D e c k o p e r a -
t i onen der vers ch iedenen Krista l lk lassen durch o r tho -
g o n a l e T r a n s f o r m a t i o n e n beschre iben lassen, ist 
d i e se V e r e i n f a c h u n g z w e c k m ä ß i g u n d bedeutet ke ine 
E i n s c h r ä n k u n g . 

7 Über doppelt vorkommende Indizes ist zu summieren. 

D u r c h d ie P u n k t t r a n s f o r m a t i o n Xj = R i j Xj w e r d e 
n u n ein P u n k t P(x) in den P u n k t P ( r ) überge -
f ü h r t 7 ' 8 . Gle ichzei t ig f ü h r e n w i r d u r c h x{ = Xj 
e in neues K o o r d i n a t e n s y s t e m ein . H i e r d u r c h w i r d 
erreicht , d a ß der P u n k t P(x) i m gestr i chenen K o -
o r d i n a t e n s y s t e m z a h l e n m ä ß i g d ie g le i chen K o o r d i -
naten besitzt w i e der u r s p r ü n g l i c h e P u n k t P (x) i m 
ungestr i chenen K o o r d i n a t e n s y s t e m . G a n z entspre-
chend m ü s s e n d i e K o m p o n e n t e n des T e n s o r s F ^ 
an der Stelle r in b e z u g auf das gestr i chene K o o r d i -
natensys tem z a h l e n m ä ß i g g le ich d e n K o m p o n e n t e n 
desse lben T e n s o r s an d e r Stelle I i m ungestr ichenen 
K o o r d i n a t e n s y s t e m sein, w e n n 9t e ine D e c k o p e r a t i o n 
ist, d . h. w e n n durch 9t g l e i chwer t ige Kristal lr ichtun-
gen i n e i n a n d e r ü b e r g e f ü h r t w e r d e n . E i n T e n s o r mit 
der r i cht igen K r i s t a l l s y m m e t r i e m u ß a lso f o l g e n d e r 
G le i chung g e n ü g e n : 

Ti'...il'(r)=Til...il(x) . ( 2 ,1 ) 

U m die b e i d e n T e n s o r e n i m gle ichen K o o r d i n a t e n -
sys tem verg le i chen zu k ö n n e n , b e r e c h n e n wir den 
W e r t des T e n s o r s T{. ( r ) in b e z u g auf das un-
gestr i chene K o o r d i n a t e n s y s t e m . M i t der bekannten 
B e z i e h u n g f ü r d ie T r a n s f o r m a t i o n v o n T e n s o r k o m -
p o n e n t e n b e i m U b e r g a n g v o n e i n e m K o o r d i n a t e n -
sys tem auf das a n d e r e erhält m a n 

Ti-...tV(r) = R^i ... Rüi • Th...h (r) . ( 2 ,2 ) 

F ü h r e n w i r a u ß e r d e m n o c h d ie P u n k t t r a n s f o r m a t i o n 
aus, so geht Gl . ( 2 , 1 ) ü b e r in 

= Til...il (r) . (2 ,3 ) 

Bei der A b l e i t u n g v o n Gl . ( 2 , 3 ) h a b e n w i r ange-
n o m m e n , d a ß 9t e ine r e i n e D r e h u n g ist. Bei einer 
b e l i e b i g e n T r a n s f o r m a t i o n ist d i ese B e z i e h u n g nur 
f ü r p o l a r e T e n s o r e n r icht ig . Be i e i n e m axialen 
T e n s o r ist Gl . ( 2 , 3 ) n u r be i re inen D r e h u n g e n gül-
t ig . Ist d a g e g e n 9t e ine S y m m e t r i e o p e r a t i o n , d ie ein 
R e c h t s k o o r d i n a t e n s y s t e m in ein L i n k s k o o r d i n a t e n -
sys tem ü b e r f ü h r t , s o m u ß der ax ia le T e n s o r f o l g e n -
d e r G le i chung g e n ü g e n : 

7 V . . . t V ( r ) = — R u h • • • R u n ' T h . . . h r ) 
= Til...il(x) . ( 2 ,4 ) 

A u f d ie we i tere M ö g l i c h k e i t , d a ß das A r g u m e n t der 
T e n s o r e n ein achs ia ler V e k t o r ist. w e r d e n w i r erst 
i m Abschn i t t 6 e i n g e h e n . 

8 Wir beschränken uns zunächst auf reine Drehungen. 



3. Ableitung eines Verfahrens zur sukzessiven 
Bestimmung der Tensoren mit der richtigen 

Kristallsymmetrie 

W e n n der T e n s o r 71, , k e i n e F u n k t i o n e ines l! ... II 
V e k t o r s ist, stellt Gl . ( 2 , 3 ) b z w . ( 2 , 4 ) e in l ineares 
h o m o g e n e s Gle i chungssys tem f ü r d i e 3l T e n s o r -
k o m p o n e n t e n T { i i( dar . Es hat a u ß e r den tr iv ia len 
L ö s u n g e n , d a ß al le T e n s o r k o m p o n e n t e n verschwin -
den , f ü r e in Symetr i ee l ement n u r d a n n we i tere L ö -
sungen , w e n n d i e K o e f f i z i e n t e n d e t e r m i n a n t e ver -
schwindet . D iese B e d i n g u n g hat zur F o l g e , d a ß nicht 
alle T e n s o r k o m p o n e n t e n v ö l l i g u n a b h ä n g i g v o n e i n -
ander w e r d e n ; a u ß e r d e m k ö n n e n auch e inze lne T e n -
s o r k o m p o n e n t e n v e r s c h w i n d e n . Ist das h o m o g e n e 
Gle i chungssystem f ü r e in S y m m e t r i e e l e m e n t der 
Kristal lklasse erfül lt , s o m ü s s e n w i r p r ü f e n , o b ir-
g e n d e i n anderes E l e m e n t d ieser K l a s s e we i terge -

w o b e i d ie v o n KAO u n d KATZ e i n g e f ü h r t e n K l a m m e r -
s y m b o l e [m — p, p, n — m] u n a b h ä n g i g v o n d e m 
V e k t o r r sein so l len . Geht m a n m i t d i e s e m A n s a t z 
in Gl . ( 2 , 3 ) b z w . ( 2 , 4 ) e in, s o m u ß er f ü r j e d e 
P o t e n z in xx, x2 u n d x3 er fül l t se in . W i e m a n leicht 
sieht, zerfällt ( 2 , 3 ) b z w . ( 2 , 4 ) f ü r j e d e n W e r t 
v o n n in e in l ineares h o m o g e n e s G l e i c h u n g s s y s t e m 
m i t . (ra+1) ' (ra+2) U n b e k a n n t e n > F ü r d i e A u f _ 

2 
l ö s u n g dieses G le i chungssys tems gi l t das f ü r d e n 
Fal l des v o n X u n a b h ä n g i g e n T e n s o r s T ; Ge -
sagte. M i t d ieser M e t h o d e w u r d e n v o n KAO u n d 
KATZ f ü r e inen s y m m e t r i s c h e n T e n s o r zwei ter S t u f e 
d i e A n z a h l der v o n Nul l v e r s c h i e d e n e n , wi l lkür l i ch 
w ä h l b a r e n eckigen K l a m m e r n [m — p, p, n — m] b e -
st immt. O b w o h l d iese M e t h o d e s c h o n in d i e s e m Fal l 
sehr u m f a n g r e i c h ist, w i r d be i e i n e m T e n s o r h ö h e r e r 
Stu fe d i e A n z a h l der G l e i c h u n g e n s o g r o ß , d a ß ihre 
A u f l ö s u n g v ö l l i g ausgesch lossen ist. E in we i terer 
Nachtei l besteht d a r i n , d a ß der l ineare Z u s a m m e n -
h a n g zwischen den eck igen K l a m m e r n , der v o n KAO 
u n d KATZ nicht a n g e g e b e n w u r d e , f ü r j e d e Kr is ta l l -
klasse bes t immt w e r d e n m u ß . 

I m f o l g e n d e n w i r d n u n ein V e r f a h r e n entwickelt , 
w i e m a n durch m e h r f a c h e s D i f f e r e n z i e r e n e iner ska-

9 Die Richtigkeit dieser Annahme und die Größe des Kon-
vergenzbereiches muß in jedem Fall besonders geprüft 
werden. Vergleiche hierzu die kritischen Bemerkungen 

h e n d e o d e r gar w i d e r s p r e c h e n d e B e d i n g u n g e n v o n 
den T e n s o r k o m p o n e n t e n f o r d e r t . A u d i d iese B e d i n -
g u n g e n m ü s s e n erfül lt se in. D a d ie S y m m e t r i e -
e lemente e iner Kristal lklasse e ine G r u p p e b i l d e n , 
b r a u d i e n w i r d iese P r ü f u n g nur mi t d e n E r z e u g e n -
den der Krista l lk lasse d u r c h z u f ü h r e n . M i t E r z e u -
g e n d e n e iner Krista l lk lasse beze i chnen w i r j e n e n 
Satz v o n S y m m e t r i e e l e m e n t e n , aus d e m sich alle 
S y m m e t r i e e l e m e n t e e iner Krista l lk lasse d u r c h G r u p -
p e n m u l t i p l i k a t i o n e rzeugen lassen. 

In d e m uns interess ierenden Fal l k ö n n e n w i r j e -
d o c h nicht so v o r g e h e n , we i l der T e n s o r T n o c h e ine 
F u n k t i o n v o n r sein sol l , w o d u r c h ( 2 , 3 ) b z w . ( 2 , 4 ) 
e in S y s t e m v o n F u n k t i o n a l g l e i c h u n g e n darstel lt . 
N e h m e n w i r n u n an, d a ß der T e n s o r e ine analyt ische 
F u n k t i o n der xx, x2 u n d xs ist, d a n n läßt er sich in 
f o l g e n d e r W e i s e in e ine R e i h e entwickeln 9 : 

( 3 , 1 ) 

laren F u n k t i o n , d ie invar iant g e g e n ü b e r d e n D e c k -
o p e r a t i o n e n des in F r a g e k o m m e n d e n Kr i s ta l l sys tems 
ist, d ie T e n s o r e n h ö h e r e r Stu fe erhalten k a n n . 

A u s e i n e m T e n s o r /-ter Stufe k a n n m a n durch 
D i f f e rent ia t i on auf f o l g e n d e zwei W e i s e n e inen T e n -
s o r ( / + l ) - t e r Stu fe g e w i n n e n : 

Ti1...ilil+1(x) = - ± - T i i . . . i l ( x ) , ( 3 , 2 ) 
^ i + i 

Ti1. ..ii t'i+1 ( I ) — £ii+i, v,<l'xv j — Ti1... ij ( r ) . 
axq 

( 3 , 3 ) 

D e r £ -Tensor ist Nul l , w e n n mindes tens zwe i Ind i zes 
gleich s i n d ; er ist + 1 be i g e r a d e r u n d — 1 b e i un-
g e r a d e r P e r m u t a t i o n der Indizes . Gl . ( 3 , 2 ) ent-
spricht e iner dyad ischen u n d Gl . ( 3 , 3 ) e iner vekto -
r ie l len M u l t i p l i k a t i o n des V - O p e r a t o r s m i t e i n e m 
T e n s o r /-ter Stufe . D i e a u ß e r d e m n o c h d e n k b a r e 
skalare Mul t ip l ika t i on l ie fert w i e d e r e inen T e n s o r 
( / — l ) - t e r Stufe . W i r k ö n n e n nun ze igen , d a ß der 
nach Gl . ( 3 , 2 ) durch d y a d i s c h e D i f f e r e n t i a t i o n geb i l -
dete T e n s o r ( / + l ) - t e r S tu fe d ie r i cht ige S y m m e t r i e -
e igenschaf t besitzt, w e n n sie der u r s p r ü n g l i c h e Tensor 
besessen hat. Z u m B e w e i s berechnen w i r d i e l inke 

von KAO und KATZ 6 im Fal l der ga lvanomagnet i schen 
Effekte. 

oo oo oo 

Til...il(x)= 2 2 2 [ m — p , p , n — TO]^... j, X™~P Z* , 
n=0 m—0 p=0 



Seite v o n Gl . ( 2 , 3 ) . Es ist 

D a d e r T e n s o r / - ter Stu fe Gl . ( 2 , 3 ) erfül l t , geht Gl . ( 3 . 4 ) ü b e r in 

4 . . T ' - - I < ( r ) ' ( 3 , 5 ) 

w e n n wir n o c h d i e Di f f erent ia t ion nach Xj durch e ine 
D i f f e r e n t i a t i o n nach X/c ersetzen. Z u m Bewe i s der 
o b e n aufgeste l l ten B e h a u p t u n g brauchen wir nur 
n o c h zu berücks i cht igen , daß 

ist. 
I m Gegensatz zur dyad ischen Di f f erent ia t ion nach 

Gl . ( 3 , 2 ) , be i welcher der Charakter des T e n s o r s 
erhalten b le ib t [ d a s heißt aus e inem po laren (ax ia -

w e n n w i r a u ß e r d e m noch d ie P u n k t t r a n s f o r m a t i o n 
a u s f ü h r e n . N u n gilt bei re inen D r e h u n g e n außer -
d e m noch 1 0 

Rij = I £iln ' ejmo " R/m ' R/io ( 3 , 9 ) 

u n d f i ir das P r o d u k t zweier f - T e n s o r e n 11 

£ijk ' tum = bjl • &km - • d„. . ( 3 , 1 0 ) 

w o d u r c h ( 3 , 8 ) ü b e r g e h t in 

W i r d durch d ie D e c k o p e r a t i o n ein Rechtskoord inaten -
system in ein L i n k s k o o r d i n a t e n s y s t e m t rans formier t , 
s o tritt bei Gl . ( 3 . 8 ) ein Minusze i chen auf . wenn 
der A u s g a n g s t e n s o r ein ax ia ler T e n s o r ist und da-
her Gl . ( 2 . 4 ) genügt . Ein weiteres Minusze ichen 
tritt nun a b e r durch Gl. ( 3 . 9 ) au f . da bei Sp iege -
l u n g e n und bei der Invers i on 

Rij = — 2 eiln eimo R/m Rn» ( 3 - 9 ) 

ist, so d a ß der durch vektor ie l le Di f ferent iat ion 
e ines ax ia len T e n s o r s erhaltene T e n s o r ( / + l ) - t e r 

10 J. F. NYE, Physical Properties of Crystals. Clarendon Press, 
Oxford 1957, p. 37. 

len) T e n s o r entsteht w i e d e r ein p o l a r e r ( ax ia l e r ) 
T e n s o r ] , führt d ie vektor ie l l e D i f f e rent ia t i on einen 
achsialen T e n s o r /-ter S t u f e in e inen p o l a r e n T e n s o r 
( / + l ) - t e r S tu fe — o d e r u m g e k e h r t — über . A u d i 
hier besitzt der p o l a r e ( a x i a l e ) T e n s o r ( Z - f l ) - t e r 
Stu fe w i e d e r d ie r i cht ige Kr i s ta l l symmetr i e , w e n n 
sie der ursprüng l i che ax ia l e ( p o l a r e ) T e n s o r be-
sessen hat. D e n B e w e i s f ü h r e n w i r zunächst für den 
Fall , d a ß 9t e ine re ine D r e h u n g beschre ibt . Setzen 
w i r den T e n s o r ( 3 , 3 ) in Gl . ( 2 . 2 ) e in . so w i r d 

( 3 , 7 ) 

( 3 , 8 ) 

Stufe auch d ie r i cht ige S y m m e t r i e e i g e n s c h a f t besitzt. 
Ist der A u s g a n g s t e n s o r p o l a r , s o tritt nur durch Gl. 
( 3 . 9 ) e in Minusze i chen a u f . Bei e iner S p i e g e l u n g 
und I n v e r s i o n gehorcht der T e n s o r ( Z - f l ) - t e r Stufe 
der f ü r e inen ax ia len T e n s o r charakterist ischen 
Gl. ( 2 , 4 ) . 

D a s s o e b e n b e w i e s e n e V e r f a h r e n zur Berechnung 
eines T e n s o r s ( / + l ) - t e r Stu fe aus e inem T e n s o r 
/-ter S tu fe läßt sich o h n e weiteres b e l i e b i g o f t wie-
d e r h o l e n . so d a ß w i r e inen T e n s o r b e l i e b i g h o h e r 
Stufe aus e inem T e n s o r n i e d r i g e r e r Stu fe sukzessiv 
berechnen k ö n n e n . A l s A u s g a n g s p u n k t f ü r dieses 
V e r f a h r e n benützt m a n natürl ich skalare Funkt io -
nen mit d e m r icht igen S y m m e t r i e v e r h a l t e n , d ie sich 
v e r h ä l t n i s m ä ß i g e in fach b e s t i m m e n lassen. 

4. Berechnung von skalaren Funktionen, 
die gegenüber den reinen Drehoperationen 

einer Kristallklasse invariant sind 

I m v o r h e r i g e n Abschn i t t h a b e n w i r gezeigt , d a ß 
m a n e inen V e k t o r mi t d e m r icht igen S y m m e t r i e v e r -
halten durch d y a d i s c h e b z w . vektor ie l l e Di f ferent ia-

11 A . DUSCHEK u. A . HOCHRAINER, G r u n d z ü g e d e r T e n s o r r e c h -
nung in analytischer Darstellung, Teil 1, Springer-Verlag 
Wien 1954, S. 74. 

D a d e r T e n s o r / -ter Stu fe Gl. ( 2 . 3 ) identisch erfül l t , w i r d 

Til --n-, (r) = Rnl R«v ejui,vq • ^ Th... „ (D , 



t i on e iner p a s s e n d g e w ä h l t e n skalaren F u n k t i o n ge-
w i n n e n k a n n . Bei d e n Kris ta l lk lassen , d ie als S y m -
metr i ee l emente n u r re ine D r e h u n g e n besitzen, m u ß 
d i e ska lare F u n k t i o n g e g e n ü b e r allen D e c k o p e r a t i o -
nen invar iant s e i n ; d . h . d i e gesuchte F u n k t i o n ge-
hör t zur ident ischen D a r s t e l l u n g T x der Kristal l -
klasse u n d g e n ü g t f o l g e n d e r G l e i c h u n g : 

r ( D t r ) = 7 ( r ) . ( 4 , 1 ) 

W e n n e ine Kr is ta l lk lasse a u ß e r re inen D r e h u n g e n 
a u d i S y m m e t r i e e l e m e n t e enthält , d i e ein Rechts-
k o o r d i n a t e n s y s t e m in e in L i n k s k o o r d i n a t e n s y s t e m 
ü b e r f ü h r e n , d a n n m ü s s e n w i r nach i h r e m V e r h a l t e n 
be i d i e sen D e c k o p e r a t i o n e n zwe i versch iedene Ar ten 
v o n ska laren F u n k t i o n e n unterscheiden. W ä h r e n d 
d ie e inen ska laren F u n k t i o n e n T (x) auch g e g e n ü b e r 
S p i e g e l u n g e n u n d I n v e r s i o n e n invar iant b l e iben , 
ä n d e r n d i e a n d e r e n F u n k t i o n e n 7 " ( r ) h ierbe i ihr 
V o r z e i c h e n . 

r ( 9 i , r ) = - r ' ( r ) . ( 4 , 2 ) 

F u n k t i o n e n mit d ieser E igenscha f t , d ie w i r p s e u d o -
ska lare F u n k t i o n e n n e n n e n w o l l e n , g e h ö r e n zur D a r -
ste l lung . T / der Krista l lk lasse , d . h. sie g e h ö r e n zu 
j e n e r e i n d i m e n s i o n a l e n Dars te l lung , die den re inen 
D r e h u n g e n e ine 1 u n d d e n S p i e g e l u n g e n einschl ieß-
lich d e r I n v e r s i o n ein ( — 1) z u o r d n e t . 

F u n k t i o n e n , d ie zu d e r ident ischen Dars te l lung 
der e inze lnen Kr is ta l lk lassen g e h ö r e n , s ind v o n 
DÖRING 1 2 in e i n e m a n d e r e n Z u s a m m e n h a n g näher 
untersucht w o r d e n . 

W i r m ö c h t e n e in V e r f a h r e n beschre iben , w i e m a n 
g a n z a l l g e m e i n mit H i l f e v o n Kuge l f l ä chen funkt i o -
nen ska lare F u n k t i o n e n mit d e m o b i g e n T r a n s f o r -
m a t i o n s v e r h a l t e n b e k o m m e n kann . Zunächst sieht 
m a n aus Gl . ( 3 , 1 ) , d a ß sich d ie F u n k t i o n e n T (x) 
u n d T ( r ) — v o n w e n i g e n A u s n a h m e n abgesehen , 
be i d e n e n d i e F u n k t i o n e n nicht in e ine P o t e n z r e i h e 
entwicke lbar s ind — durch h a r m o n i s c h e F u n k t i o n e n 
darste l len lassen. W i r m ü s s e n nun solche L inear -
k o m b i n a t i o n e n a u s w ä h l e n , d a ß d ie skalaren Funk-
t i onen T(r) u n d T'(r) das r icht ige S y m m e t r i e v e r -
halten bes i tzen . 

D i e s e A u s w a h l führ t m a n a m besten über d i e K u -
g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n durch . W i r f ü h r e n dazu sphä-
rische P o l a r k o o r d i n a t e n durch 

x = r s in $ c o s cp, y = r s in $ sin cp, z = r c o s # ( 4 , 3 ) 

e in . J e d e h a r m o n i s c h e F u n k t i o n v o m G r a d e n läßt 
sich in f o l g e n d e r W e i s e nach K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n 

entwickeln 

[h/2] 
T{X) = 2 2 {an~2 l,m Pn~2l ( C O S # ) COS (m Cp) 

1=0 tn 

+ b n - 2 i , m r n P ' " - - 2 i ( c o s # ) s i n ( m < p ) } , ( 4 , 4 ) 

w robei mit [ n / 2 ] d i e g r ö ß t e g a n z e Z a h l beze ichnet 
w i r d , d i e k le iner o d e r g le i ch n/2 ist. D i e s e D a r -
stel lung ist i m m e r m ö g l i c h , w e i l es g e n a u s o v ie le 
l inear u n a b h ä n g i g e A u s d r ü c k e der F o r m 

Pn-2i ( c o s # ) c o s ( m < p ) u n d P ™ - 2 / ( c o s # ) s i n ( m cp) 

mit 0 < n — 2 / < n 

wie l inear u n a b h ä n g i g e P o l y n o m e v o m G r a d e n 
g i b t 1 3 . 

D a alle K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n mit d e m s e l b e n 
unteren I n d e x n g e g e n ü b e r d e r re inen D r e h g r u p p e 
dasse lbe T r a n s f o r m a t i o n s v e r h a l t e n h a b e n , f ü h r e n 
w i r f o l g e n d e F u n k t i o n e n e i n : 

n 

K">c(&, cp) = 2 .P™ ( c o s # ) c o s ( / n 99), 
m=0 

( 4 , 5 ) 

K"'*{ö,<p) = J ] a n > m P™(cos&) s in (m<p). 
m = 0 

D i e K o n s t a n t e n a® m u n d a® m w e r d e n n u n so he-re, m ti, m 

st immt, d a ß d i e s o de f in ier ten F u n k t i o n e n entweder 
zur Dars te l lung 7 \ o d e r zur Dars te l lung 7 \ ' der 
entsprechenden Kr is ta l lk lassen g e h ö r e n . F u n k t i o n e n 
mit d ieser E i g e n s c h a f t h e i ß e n w i r skalare b z w . 
p s e u d o s k a l a r e Invar ianten d e r Kr is ta l lk lasse - kurz 
skalare o d e r p s e u d o s k a l a r e Invar ianten — u n d kür-
zen sie mi t K11'c b z w . Kn's a b . S i n d f ü r e in b e s t i m m -
tes P a a r n, s b z w . n. c m e h r e r e F u n k t i o n e n m ö g l i c h , 
dann f ü g e n w i r nach n e inen wei teren I n d e x r e in . 

Bei den ersten sechs Kr i s ta l l sys temen lassen sich 
d ie B e d i n g u n g e n ( 4 , 1 ) b z w . ( 4 , 2 ) al lein durch 
p a s s e n d e W a h l der o b e r e n u n d unteren Ind izes der 
K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n e r fü l l en . D i e K o n s t a n t e n 

_ u n d ot®, _ s ind also b e l i e b i g . F ü r d i e skalaren 
n, tn n, tn ~ 

Invar ianten , d i e zur D a r s t e l l u n g T\ g e h ö r e n , h a b e n 
wir in T a b . 1 d ie be i d e n S y m m e t r i e e l e m e n t e n C [ , 
C,v , Cm , S-2i, Di. Div u n d D//t m ö g l i c h e n I n d e x k o m -

12 W . DÖRING, A n n . Phys. , Lpz . (7 ) 1, 102 [ 1 9 5 8 ] , 
13 Um dies zu zeigen, berücksichtige man, daß es genau 

(2 ra — 4 Z + l ) linear unabhängige Kugelflächenfunktionen 
vom Grade (ra —2 Z) gibt und daß die Summation 
r>\2 j 
y (2 ra —4 Z + l ) = 0 (ra + 1) (ra + 2) ergibt. 

Z=0 



Kristallklasse 

Ci 

Clv 

Cih 

S21 

Di 

Dih 

Dm 

2 71 
1) + 

2) cos > —cos •& 71 qp-+<p + 
und 

cos •& — c o s •& 

1) <p-xp + 2 j t 
Z 

2) cos # —> — cos •& 
und 

Cp 71 — (p 

2 7t 
1) <p -><??+ — 

2) cos # — cos 

3) <p-+7i—<p 

2 71 1) 9?->9? + 
Z 

2) 97 7t-- ~<p 

3) cos $ —»—cos 
und 

<p 

Zur Darstellung F x gehörende Kugelflächenfunktionen 

Pnm cos m cp und Pnm sin m fp mit n beliebig und m = Zr 

Pnm cos m cp mit n beliebig und m = Zr 

Pnm cos m(p und Pnm sin m cp mit n = l r+2 r' und m = lr 

Pnm cos m<p und Pnm sin m (p mit n= (l—1) r + 2 r' und 
m = lr 

Pnm cos m <p mit n = 2 r und m — lr 

Pnms'mmcp mit n=2 r+1 und m=lr' 

Pnm cos m 9? mit n = 2 r und m=lr' 

Pnm cos m cp mit n = 2 r und (Z—1) m = 2 l r' 

Pnm sin m cp mit n = 2 r + 1 und (Z — 1) (2 r ' + l ) l 

Tab. 1. Die zur Darstellung T x der verschiedenen Kristallklassen gehörenden Kugelflädienfunktionen. 

b i n a t i o n e n a n g e g e b e n . In T a b . 2 f i n d e n sich d i e ent-
sprechenden A n g a b e n f ü r d i e zur Dars te l lung 
g e h ö r e n d e n F u n k t i o n e n . H i e r b e i h a b e n w i r d ie 
A c h s e mi t der höchsten S y m m e t r i e mi t der r - A c h s e 
und d ie S p i e g e l e b e n e Ö;( mit der E b e n e z = 0 z u s a m -
m e n f a l l e n d a n g e n o m m e n . S i n d be i e iner Kristal l -
klasse m e h r e r e S p i e g e l e b e n e n o v m ö g l i c h , so ist e ine 
mit der E b e n e x = 0 ident isch. Bei m e h r e r e n zwei -
zähl igen N e b e n a c h s e n fällt e ine d a v o n mit der y-
A c h s e z u s a m m e n . In T a b . 1 h a b e n w i r a u ß e r d e m d ie 
E r z e u g e n d e n f ü r d ie e inze lnen S y m m e t r i e e l e m e n t e 
— ausgedrückt in P o l a r k o o r d i n a t e n — a n g e g e b e n . 

Bei d iesen Krista l lk lassen ist es z w e c k m ä ß i g , j e d e 
skalare Invar iante aus e iner K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n 
zu b i lden , wei l d a n n al le F u n k t i o n e n a u f e i n a n d e r 
o r t h o g o n a l s ind . 

Bei den Krista l lk lassen des k u b i s c h e n S y s t e m s 
k ö n n e n wir d ie Invar ianz g e g e n ü b e r d e n e inze lnen 
S y m m e t r i e e l e m e n t e n n u r d u r c h L i n e a r k o m b i n a t i o -

nen v o n K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n mit d e m s e l b e n un-
teren I n d e x erre ichen. A m Be i sp i e l der Kristal l -
klasse T so l l geze igt w e r d e n , w i e m a n d e n l inearen 
Z u s a m m e n h a n g zwischen d e n a„ m ermitte ln kann . 

D i e z w ö l f S y m m e t r i e e l e m e n t e der Kr is ta l lk lasse T 

lassen sich in f o l g e n d e 4 K l a s s e n o r d n e n : 
E Identität , 

C2 D r e h u n g u m d ie z w e i z ä h l i g e A c h s e 
( 3 E l e m e n t e ) , 

C 3 D r e h u n g u m d ie d r e i z ä h l i g e A c h s e u m 2 ti/S 

( 4 E l e m e n t e ) , 
C 3 ' D r e h u n g u m d ie d r e i z ä h l i g e A c h s e u m — 2 n/3 

( 4 E l e m e n t e ) . 

E ine n ä h e r e Untersuchung ze igt , d a ß sich alle 
E lemente d ieser Klasse durch G r u p p e n m u l t i p l i k a t i o n 
aus den b e i d e n Elementen 

C{2] : {x,y,z)-+(x, - y , - z ) 

u n d C3 ! ) : (x,y, z)-> (y, z, x) 



Kristallklasse Zur Darstellung P / gehörende Kugelflächenfunktionen 

Civ Pnm sin mep mit ra beliebig und m = lr 

Cih Pnm cos m cp und Pnm sin m cp mit ra = Z r + 2 r ' + l und m = l r 

Su Pnm cos m cp und Pnm sin mep mit n=(l— 1) r + 2 r ' + l und m = lr 

Dih Pnm sin m cp mit ra = 2 r + l und m — l r' 

Dia Pnm cos m cp mit n = 2 r und (Z— 1) m= (2 r ' + 1 ) Z sowie 
Pnm sin m<p mit ra = 2 r + l und (Z—1) m = 2 It' 

Tab. 2. Die zur Darstellung der verschiedenen Kristallklassen gehörenden Kugelflächenfunktionen. 

g e w i n n e n lassen. N u n s i n d d i e Entwi ck lungskoe f f i - deutet . W e g e n Dn, „ ( 0 , n , 0 ) = ( — 1 ) " m öTj 

zienten A n i m in 

Kn{$,cp) = YAn>mYn>m(d,<p) ( 4 , 6 ) 

u n d d e r B e d i n g u n g f ü r m e r g i b t sich 

An, m = ( 1 ) U AU t _ m . ( 4 , 9 ) 

so zu w ä h l e n 1 4 , d a ß d i e F u n k t i o n e n Kn ( # , cp) der W i r k ö n n e n n u n we i ter z e i g e n , d a ß das Gle i chungs -
B e d i n g u n g ( 4 , 1 ) g e h o r c h e n . W i r benützen dazu d ie sys tem ( 4 , 8 ) in z w e i G l e i c h u n g s s y s t e m e mit m b z w . 
E igenscha f t , d a ß sich b e i e iner d r e i d i m e n s i o n a l e n m = 0 , + 4 , ± 8 , . . . u n d m u n d m = ± 2 , + 6 , . . . 
D r e h u n g 9i(ct,ß,y) u m d i e EuLERschen W i n k e l zerfäl l t . Mul t ip l i z i e ren w i r ( 4 , 8 ) mi t D%m,.(0, n/2, 0 ) 
3, ß, y K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n desse lben G r a d e s un-
ter sich t r a n s f o r m i e r e n 1 5 . 

9t ( a , ß, y), ( 4 , 7 ) 

2 An, m Yn, m = ^ An> m Dm' m ( 3 , ß, y) Yn> m' . 

W e g e n Dnm, m (JI, 0 , 0 ) = ( - l)m ömm führ t d i e S y m -
m e t r i e b e d i n g u n g C 2 « auf An,m = 0 , w e n n nicht N u n l s t a b e r 

m = 0 , ± 2 , ± 4 . . . ist. D i e Invar ianz be i d e m S y m -
metr i ee l ement Cgt1) f ü h r t auf f o l g e n d e s h o m o g e n e 
G l e i c h u n g s s y s t e m : 

2 I V 71,2 Dl' m ( 0 , Jt /2, 0 ) - <3mm'] An, m' = 0, 
m' 

(4,8) 

wei l Dn.(ji/2,Ji/2,0) = eim'^Dnm,m(0,n/2,0) 

u n d f ü h r e n d ie S u m m a t i o n ü b e r m aus , d a n n w i r d 

2 An, mDmm"{0, n/2,0) 
m 

= 2 eim'^Dnm-m{0,n/2,0) ( 4 , 1 0 ) 
m, m' 

' Dm m" (0, n/2, 0) 

( 4 , 1 1 ) 2 m ( 0 , Ji/2, 0 ) Dnm m » ( 0 , n/2,0) 
m 

= Dl' m" ( 0 , 0 ) = ( - l)n~m' dm', _ m " , 

so d a ß Gl . ( 4 , 1 0 ) ü b e r g e h t in 

2 -^n, m Dm m' ( 0 , Jl/2, 0 ) = e ' im An> m' , 
m 

( 4 , 1 2 ) 
ist. Z w i s c h e n d e n K o e f f i z i e n t e n AU i m u n d A n , _ m 

läßt sich n o c h e in e in facher Z u s a m m e n h a n g able i ten, w e n n w i r noch Gl . ( 4 , 9 ) berücks i cht igen . A d d i t i o n 
w e n n w i r berücks i cht igen , d a ß b z w . S u b t r a k t i o n d e r b e i d e n h o m o g e n e n Gle i chungs -
e ine D r e h u n g u m d i e ? / -Achse u m den W i n k e l ji be - Systeme ( 4 , 8 ) u n d ( 4 , 1 2 ) e rg ib t we i ter 

2 [Dl' m ( 0 , n/2, 0 ) + < W ] - [ l ± e i m ' */2] An> m' = 0, 
m' 

( 4 , 1 3 ) 

w o b e i d i e b e i d e n G l e i c h u n g s s y s t e m e mit o b e r e n u n d unteren V o r z e i c h e n g le i chze i t ig er fü l l t se in müssen . 
W i r sehen s o f o r t , d a ß b e i m b z w . m = 0 , + 4 , . . . das G l e i c h u n g s s y s t e m m i t d e m unteren V o r z e i c h e n iden-
tisch er fü l l t w i r d , so d a ß n u r das Gle i chungssystem mit d e m p o s i t i v e n V o r z e i c h e n zu l ö sen ist. G e r a d e 
u m g e k e h r t ist es b e i m b z w . m ' = ± 2 , ± 6 . . . . A u ß e r d i esen b e i d e n v e r s c h i e d e n a r t i g e n L ö s u n g s t y p e n 

14 Das Transformationsverhalten von Kugelflächenfunktionen 15 E. WIGNER, Gruppentheorie und ihre Anwendungen auf 
untersucht man am besten an den normierten Funktionen. die Quantenmechanik der Atomspektren, Braunschweig 

Yn, m cp) = 
(2 ra+1) (n — m) ! 

4 n (ra + rai) ! 
y* P™ (cos??) et™? . 

1931, S. 161. 



k ö n n e n f ü r ein bes t immtes n n o c h m e h r e r e F u n k t i o n e n desse lben T y p u s auftreten. Ist d ies d e r Fal l , d a n n 
w e r d e n d ie versch iedenen F u n k t i o n e n durch p a s s e n d e L i n e a r k o m b i n a t i o n e n a u f e i n a n d e r o r t h o g o n a l ge -
macht , d ie durch e inen wei teren I n d e x r nach n v o n e i n a n d e r unterschieden w e r d e n . Mi t H i l f e v o n Gl . ( 4 , 9 ) 
lassen sich d i e v i e r versch ieden g e b a u t e n skalaren Invar ianten bei kubischer T e t a r t o e d r i e in f o l g e n d e r 
reel ler F o r m schre iben 1 6 : 

= ( c o s # ) c o s ( 4 m cp), ( 4 , 1 4 ) 
m 

K2"'r' cp) =Z<*£n,4m+2 Hn^ (COS d) COS [ ( 4 TU + 2 ) cp] , ( 4 , 1 5 ) 
m 

K2n+i<'(#,cp) = Zxr2n+h4mPln+1 (cosü) sin ( 4 m cp) , ( 4 , 1 6 ) 
m 

K2n+1'r'(#,cp) = y«.2n+L4m+2 P'ntficosö) s i n [ ( 4 m + 2 ) cp] . ( 4 , 1 7 ) 
m 

D i e noch f r e i en K o n s t a n t e n l egen w i r so fest , d a ß 
d ie F u n k t i o n K2n'r ( $ , <p) g le ich 1 ist u n d d a ß d i e 
F u n k t i o n e n K2n'r' (x), cp) w i e s in 2 # c o s 2 cp , d i e 
F u n k t i o n e n K 2 ? ?~ r l> r w i e s in 4 $ sin 4 cp u n d d i e F u n k -
t ion K2n+1'T' ($, cp) w i e s in 2 & sin 2 cp v e r s c h w i n d e n , 
w e n n c o s $ —> 1 geht . In T a b . 3 u n d 4 s i n d d ie Z a h -
lenwerte der K o e f f i z i e n t e n \ m f ü r n < 1 2 ange -
g e b e n . D i e B e s t i m m u n g der ska laren u n d p s e u d o -
skalaren Invar ianten f ü r d ie v i e r ü b r i g e n Kristal l -
klassen des kub ischen Sys tems ist b e s o n d e r s e in fach . 
Bei d e m Kris ta l l system T/, m ü s s e n n o c h d ie skalaren 

F u n k t i o n e n invar iant g e g e n ü b e r S p i e g e l u n g e n an 
der E b e n e z — 0 sein, so d a ß be i 1 \ n u r d ie Funk-
t ionstypen ( 4 . 1 4 ) und ( 4 , 1 5 ) u n d be i F " / ( 4 , 1 6 ) 
u n d (4 , 1 7 ) m ö g l i c h s ind. Bei T j s ind n o c h v ierzäh-
l ige Invers ionsachsen v o r h a n d e n , so d a ß I n v a r i a n z 
nur mit den b e i d e n F u n k t i o n s t y p e n ( 4 . 1 4 ) u n d 
( 4 , 1 7 ) erreicht w e r d e n kann , w ä h r e n d d ie b e i d e n 
ü b r i g e n F u n k t i o n e n zu F " / g e h ö r e n . D i e bei der 
Kristal lklasse 0 zusätzlich v o r h a n d e n e n S y m m e t r i e -
b e d i n g u n g e n (v ierzähl igen A c h s e n ) w e r d e n nur v o n 
den b e i d e n F u n k t i o n e n (4 , 1 4 ) u n d ( 4 . 1 6 ) er fül l t . 

tl aH, 0 <*n, 4 a«, 8 a".12 

4 1 
1 

23 • 3 • 7 

6 1 
1 

23 • 32 • 5 

8 1 
1 

2 2 . 3 3 . 5 . 1 1 
1 

27 • 34 • 5 • 7 • 1 1 

9 
1 

3 3 - 5 - 7 • 1 1 • 13 
1 

~ 24- 34- 52 • 7 • 1 1 • 13 • 17 

10 1 
1 

22 • 3 • 5 •" • 13 
1 

~ 27 • 34 • 52 • 7 • 13 

12 1 1 
1 

~ 2 • 34 • 5 1 1 
1 

+ 27 • 35 • 52 • 7 • 1 1 

1 2 " 1 
1 

2 4 • 3 • 5 • 7 13 
1 

27 • 33 • 52 • 7 • 13 • 17 • 19 
41 

9 1 1 . 35. 72. n . 13 • 17 • 19 . 23 

Tab. 3. Die Entwicklungskoeffizienten an. m für n 12 und m = 0, 4, 8 

16 Zwischen den reellen Konstanten an, tn und den komplexen Konstanten An, m besteht folgender Zusammenhang 

32 n ,m~ 

32 n + 1, m — 

(4 ti + 1) _ (2 n-m) ! l'/2 

l + <5m,0 (2 n + m ) ! j 
i (4 ra + 3) ( 2 / i + l - m ) ! 

1 + V o l 4 » (2 71+1+77!)! 

(A 2 n, m + A 2 n, - m), 

K 
(A2n + l,m — A2n + l, - m) • 



n an,2 an.6 a « . 10 

3 1 
15 

6 
1 1 

6 
2 • 3 • 5 • 7 24 • 33 • 5 • 7 • 11 

7 
1 1 

7 
2 • 33 • 7 2 4 • 34 • 5 • 7 • 13 

9 
1 1 

9 
2 • 3 2 • 5 • 11 2 4 • 3 4 • 5 2 7 • 11 

10 
1 1 1 

10 
3 3 - 5 - 11 0 5 . 3 4 . 5 2 . 7 . 11 • 13 2 8 . 3 5 . 5 2 . 7 . 11 - 13 • 19 

11 
1 1 1 

11 
3 - 5 - 11 • 13 2 5 . 3 . 5 2 . 7 . 11 • 13 • 17 2 8 . 3 5 . 5 3 . 7 . n . 13 - 17 

12 
1 1 1 

12 
3 - 7 - 1 1 - 1 3 25 • 3 3 • 7 • 11• 13 • 17 2 8 . 3 5 . 5 2 . 7 2 . u 1 3 - 1 7 

Tab. 4. Die Entwicklungskoeffizienten an, m für n 12 und m=2, 6, . . . . 

G e g e n ü b e r den S y m m e t r i e e l e m e n t e n der Kr is ta l l -
klasse O k s ind n u r d i e F u n k t i o n e n ( 4 , 1 4 ) invar iant . 
D i e zur Dars te l lung g e h ö r e n d e n F u n k t i o n e n 
s ind v o m T y p u s ( 4 , 1 6 ) . 

F ü r v ie le Untersuchungen ist g a r nicht d i e F o r m 
der skalaren b z w . p s e u d o s k a l a r e n Invar ianten n-ten 
Grades , s o n d e r n n u r ihre A n z a h l v o n Interesse . 
D i e s e F r a g e läßt sich a m besten m i t H i l f e der G r u p -
p e n t h e o r i e b e a n t w o r t e n . W i r m ü s s e n dazu a b z ä h l e n , 
w i e o f t d ie identische Dars te l lung b z w . d i e D a r -
stel lung r ± ' in der ( 2 n + l ) - d i m e n s i o n a l e n Darste l -
l u n g der K r i s t a l l g r u p p e enthalten ist, we l che d i e 
K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n n-ten G r a d e s a u f s p a n n e n . 
Mi t H i l f e der Or thogona l i tä t s re la t i on der C h a r a k -

tere erhält m a n f ü r d iese A n z a h l 

c = — V hk %k f ü r d ie Dars te l lung r ± , ( 4 , 1 8 ) 
g k 

c = l y hk> xk' - 1 y hk~ xk" (4, i9) 
9 k' 3 k" 

f ü r d i e Dars te l lung 

w o b e i g d i e A n z a h l der S y m m e t r i e e l e m e n t e der 
G r u p p e ist, we l che der Krista l lk lasse z u g r u n d e l iegt . 
hk ist d i e A n z a h l der E l e m e n t e der S y m m e t r i e k l a s s e 

, u n d Xk der Charakter der S y m m e t r i e e l e m e n t e 
d e r K lasse Qik i n der (2 n + l ) - d i m e n s i o n a l e n Darste l -
l u n g d e r K u g e l d r e h g r u p p e . Bei d e r Dars te l lung J T / 
w e r d e n m i t k' d i e K lassen m i t re iner D r e h u n g u n d 

n A S 
A A ' 

Cm rx r; A Clh 
a a 

Civ 
a a 

D, D2h 

A A ' 
2r 4r + l 4 r + l 2 r + l 2r 2 r + l 2 r + l r — 1 r r+ 1 r + l 

2r + l 4r + 3 4 r + 3 2 r + 2 2 r + l 2 r + 1 2 r + l r +1 r r r 

Tab. 5 — Tab. 9. Die Häufigkeit der Darstellungen A und J Y in der (2 /i + l)-dimensionalen Darstellung bei den verschiede-
nen Kristallklassen. 

n S 
A 

4 

A 
A C\h 

A A 
DM 

A A 
CA 

A 
V 

A 
A Dih 

A A 

4 r 2 r + l 2r 2r + 1 2 r + l r + l r r + l r r + l r + l 

4 r + 1 2r 2 r + l 2r 4 1 2 r + l r r r + l r r r 

4 r + 2 2 r + l 2r + 2 2r + 1 2r + l r + l r + l r + 1 r r + l r + l 

4r + 3 2r + 2 2 r + l 2r + 1 2 r + l r + l r r + l r r r 

Tab. 6. 



Tab. 7. 

n <?3 Czi C 3v Du 
11 A A A n 

6 r 4 r + 1 4r + 1 2 r + 1 2 r 2 r + l 2 r + l 

6 r + 1 4 r + l 4r + 1 2r + 1 2 r 2 r 2 r 
6r + 2 4 r + l 4 r + 1 2 r + l 2 r 2 r + l 2r + 1 

6r + 3 4r + 3 4 r + 3 2r + 2 2r + 1 2 r + 1 2 r + l 
6 r + 4 4r + 3 4r + 3 2r + 2 2r + 1 2r + 2 2r 4- 2 

6r + 5 4r + 3 4 r + 3 2r + 2 2 r + 1 2r+ 1 2 r + l 

n 
A 

Cah 
n 

Ceh 
r i A ' A 

D3h 

A ' 
Cßv 

A A 
De 

A A 

6 r 2 r + i 2r 2 r + 1 2 r + l r 4 1 r r+ 1 r r 4- 1 r + 1 
6 r + 1 2r 2 r + 1 2 r + 1 2r + 1 r r r + 1 r r r 

6r + 2 2r + i 2 r 2 r + 1 2 r + 1 f + 1 r r + 1 r r 4- 1 r + 1 
6r + 3 2 r + 2 2 r + 1 2 r + l 2r + 1 r + 1 r r -j- 1 r r r 

6r + 4 2r + 1 2 r + 2 2 r + l 2r + l f + 1 r + 1 T + 1 r f + 1 r + 1 
6r + 5 2 r + 2 2 r + 1 2r+ 1 2r + 1 f + 1 r r 4 - 1 r r r 

Tab. 8. 

n T Th 

A A A 
Td 

A 
0 Oh 

A A 

12 r 2r + l 2 r + l r + 1 r r + 1 r + 1 

1 2 r + l 2r 2r r r r r 

12r + 2 2 r 2 r r r r r 

12r 4- 3 2r+l 2 r + 1 r + 1 r r r 

12r + 4 2r+l 2 r + l r + 1 r r + 1 r + 1 

12r + 5 2 r 2r r r r r 

12r + 6 2r -\-2 2r + 2 r + 1 r+l r + 1 r + 1 

1 2 r 4 - 7 2 r + 1 2r+l r + 1 r r r 

12r + 8 2 r + l 2r 4 - 1 r + 1 r r + 1 r + 1 

12r + 9 2r-\-2 2r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 

1 2 r + 10 2r + 2 2r + 2 r + 1 r + 1 r + 1 r + 1 

1 2 r + l l 2 r + l 2 r + 1 r + 1 r r r 

Tab. 9. 

mi t k" d ie K lassen mit S p i e g e l u n g e n u n d I n v e r s i o n 
bezeichnet . 

D i e mit d iesen B e z i e h u n g e n berechneten A n z a h l e n 
c u n d c h a b e n wir in den T a b . 5 — 9 f ü r d i e ver -
sch iedenen Krista l lk lassen a n g e g e b e n . D i e Spal ten 
f ü r d ie Krista l lk lassen D 4 , Z)6 u n d 0 s t i m m e n mit 
d e n b e i B E T H E 1 7 b z w . D Ö R I N G 1 2 a n g e g e b e n e n H ä u -

f igkei ten übere in . 

17 H. BETHE, Ann . Phys. , Lpz. (5) 3, 133 [ 1 9 2 9 ] , 

5. Berechnung der Tensoren mit richtigem 
Transformationsverhalten 

D u r c h D i f f e r e n t i a t i o n der skalaren b z w . p s e u d o -
ska laren Invar ianten g e m ä ß Gl. ( 3 , 2 ) b z w . ( 3 , 3 ) 
lassen sich V e k t o r e n mit d e m richt igen T r a n s f o r m a -
t i onsverha l ten g e w i n n e n . D i e s e Di f f e rent ia t i on führ t 
m a n z w e c k m ä ß i g e r w e i s e in rechtwinkl igen K o o r d i -
naten d u r c h , i n d e m m a n in den skalaren F u n k t i o n e n 
d ie K u g e l f l ä d i e n f u n k t i o n e n durch d ie z u g e h ö r i g e n 
P o l y n o m e ersetzt. 



W i l l m a n d a g e g e n das T r a n s f o r m a t i o n s v e r h a l t e n 
der so g e w o n n e n e n V e k t o r f u n k t i o n e n u n d ihre H ä u -
f igkeit untersuchen, v e r w e n d e t m a n besser d ie D a r -

ste l lung mit ( n o r m i e r t e n ) K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n . 
D i e in Gl. ( 3 , 2 ) u n d ( 3 , 5 ) au f t re tenden D i f f e r e n -
t iat ionen lassen sich in f o l g e n d e r W^eise d u r c h f ü h r e n : 

r • g r a d = 

+ 

ix+i iy 
2 

-ix + i iy 

+ i ( n + 1 ) ] 

i r x g r a d Y„, m = 

( n + l ) l / ( r a + ? n ) ( r a + W l ~ 1 ) y w _ ! m.1 + n l / ( n - r n + l ) (n-m + 2) y 
V ' \ ( 2 / i - l ) (2ra + l ) 1 ' m 1 \ (2 n + 1) (2 TJ + 3) 

( „ + l ) 1 > - ™ ) ( W - m - l ) _ y "j / ( r a + w + 1 ) (n+m+2) y 
V M (2 ra —1) (2 77+1) + \ (2 n + 1) (2 71 + 3) n + 

— n "I / ~771+A1 (n + rn +1) y 
| ~ (2 n + 1) (2 71 + 3) " W + 1 , 

l — 771 — 1) 
r + i ) 

(n — m) (n + rn) 
(2 ti —1) (2 n + 1) 

] / ( n + m ) ( n - m + 1 ) F w , m _ i 

1, m - 1 

+ 1, OT + 1 

M - 1 , OT 

- 4 m Yn> 

( 5 . 1 ) 

( 5 . 2 ) 

y(n-m) (.n + m+l)Yn>m + 1 

D a K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n Yn> m mi t v e r s c h i e d e n e m n b e i der d r e i d i m e n s i o n a l e n D r e h g r u p p e verschie -
denes T r a n s f o r m a t i o n s v e r h a l t e n h a b e n , l ie fert also d ie Gl . ( 3 , 2 ) i m a l l gemeinen zwei versch iedene V e k t o r -
f u n k t i o n e n . Bei Gl . ( 3 , 3 ) b e k o m m t m a n d a g e g e n i m m e r n u r e ine V e k t o r f u n k t i o n . A u s e iner ska laren 
Funkt i on , d ie sich nach der D a r s t e l l u n g Dn der d r e i d i m e n s i o n a l e n D r e h g r u p p e t rans fo rmier t , k ö n n e n w i r 
also drei l inear u n a b h ä n g i g e V e k t o r f u n k t i o n e n k) ( # , cp) erhalten, w o b e i der zweite I n d e x das V e r h a l t e n 
der V e k t o r k o m p o n e n t e n be i e iner P u n k t t r a n s f o r m a t i o n beschre ibt . 

1 
n 3 xi 

2 

n-KKr7'-1' cp) 
'(n, n — 1) 

'{n, n) 
-i 

cp)], 

3 rn-Ktn,{ö,cp)= ^ - e t j k X , ° [r". KW ( # , ? ) ] , 
71 (71+ 1) ÖXk 

(&,cp) = - - 1 - KW (#,<?)]. 
(71+1) ü l j 

( 5 . 3 ) 

( 5 . 4 ) 

( 5 . 5 ) 

Durch d ie versch iedenen P o t e n z e n v o n r v o r der 
F u n k t i o n K^> k ö n n e n w i r erre ichen, d a ß be i der 
dyad i s chen Di f f e rent ia t i on nach Gl . ( 3 , 2 ) i m m e r 
e ine F u n k t i o n Nul l ist. U n s e r e n B e m e r k u n g e n in 
Abschnit t 3 entsprechend m u ß Kn ( # , cp) in Gl . ( 5 , 3 ) 
u n d (5 , 5 ) e ine skalare u n d in Gl . ( 5 , 4 ) e ine p s e u d o -
skalare Invar iante sein, w e n n m a n e inen p o l a r e n 
V e k t o r Ki[n'k^ ($,cp) erhal ten wi l l . E i n e n achsialen 
V e k t o r erhält m a n , w e n n m a n be i ( 5 , 3 ) u n d ( 5 , 5 ) 
e ine p s e u d o s k a l a r e u n d be i ( 5 , 4 ) e ine ska lare In-
var iante d i f ferenziert . D a w i r d ie V e k t o r f u n k t i o n e n 
durch A b l e i t u n g h o m o g e n e r P o l y n o m e erhal ten ha-
ben , besitzen sie noch f o l g e n d e E i g e n s c h a f t e n : 

r . $ ( » . » - i ) = / • £ ( » ) , ( 5 , 6 ) 

r . $ ( » . » + ! ) = r £ ( » \ ( 5 , 7 ) 
2 7 / Cri\(n «4-1^ <rh[n, Tl — 1) ^ ^ 

auf versch iedene W e i s e n erhalten w e r d e n . S o k a n n 
m a n z u m Beispie l den T e n s o r n } durch d y a d i s c h e 
D i f f e rent ia t i on v o n g e m ä ß GL ( 5 , 5 ) , d u r c h 

d y a d i s c h e D i f f e rent ia t i on v o n K^'n+1) nach Gl . ( 5 , 3 ) 
u n d durch vektor ie l le D i f f e rent ia t i on nach Gl . ( 5 , 4 ) 
g e w i n n e n . Es läßt sich nun ze igen (vg l . A n h a n g A ) , 
d a ß d ie so erhaltenen F u n k t i o n e n sich n u r d u r c h 
A u s d r ü c k e der F o r m 

£ijk Kk 
(n, n-l) 

b z w . v(n,n+l) 
£ijk Ak u n d c5„ £ ( » • » ) 

I X (n,n) _ z r w + 1) 
2 7 1 + 1 

Tensoren höherer Stufe 

Bei der B e r e c h n u n g d e r T e n s o r e n zwei ter Stu fe 

k ö n n e n d ie T e n s o r e n K\nfn) u n d 

v o n e i n a n d e r unterscheiden. Z i e h e n w i r d a h e r v o n 
d e n so g e w o n n e n e n T e n s o r e n alle G e b i l d e ab , d i e 
sich w i e V e k t o r e n b z w . Skalare be i e iner K o o r d i n a -
t e n t r a n s f o r m a t i o n verhalten , d a n n erhalten w i r ü b e r 
d ie versch iedenen W e g e nur einen i r r e d u z i b l e n T e n -
s o r zwei ter Stufe . A l s i r r eduz ib l en T e n s o r Z-ter S tu fe 
beze i chnen w i r e in G e b i l d e mit ( 2 Z + 1 ) K o m p o n e n -
ten, d i e sich bei e iner d r e i d i m e n s i o n a l e n D r e h u n g 
des K o o r d i n a t e n s y s t e m s w i e d ie Dars te l lung Di 
t r a n s f o r m i e r e n . D i e übl ichen T e n s o r e n s ind i m all-
g e m e i n e n reduz ibe l , d . h. lassen sich in e ine S u m m e 



i r r e d u z i b l e r T e n s o r e n derse lben u n d n i e d r i g e r e r v o n K W e inen u n d nur e inen T e n s o r /-ter Stufe 
S tu fe ze r l egen . M i t d e m i m A n h a n g A a n g e g e b e n e n mit n - / < n < n + l g e w i n n e n kann. W i r 
B e w e i s k ö n n e n w i r durch vo l l s tänd ige I n d u k t i o n g e b e n noch d i e B e z i e h u n g e n an, aus denen sich d ie 
ze igen , d a ß m a n durch / -mal iges D i f f e renz ie ren T e n s o r e n zwei ter Stu fe berechnen lassen. 

r n - 2 K n n - 2 = 1 y . R n n - 1 ) 1 y . . y ^ R n ) 

' n— 1 N ' ' (n — 1) n 

r"~l K f - r 1 = ( n _ i ) ( B + 1 ) UiPi xP V 5 + ejpq xp \J q ( r " _ 1 K"' 

(n-1) n ( n + l ) [eipq xP V Q V i (rn K") + ejpq xp V * V i (rn Kn) ] , 

( 5 , 9 ) 

( 5 , 1 0 ) 

öij r" Kn rn K?)» = [Vi (rn+1 K'r+1) + V , (rn+1 K?'n+1)} ~ 2 " + 3 

3 
~ 2(n + l ) L v ' v / • v , — . / j n + 1 

r2»+1 [V« (r~n K?*-1) + Vi (r~H K n~1)} 2 n-1 <5/; rn K" 

~n(n +1) ( - V i V i ^ ^ - ^ - ^ V i ^ ^ ) 

+ * n ( 2 n - l ) <5y r n , 

( 5 . 1 1 ) 

M + l rr«, « + 1 1 
n(n + 2) 

r ~ n S K ( n , n + 2) = _ 1 _ V i " [ r " " " 2 Z " ' " + 1 

' 1 (n + 2) 

mit V i = 3 / 3 ^ i -

\£ip<7 V ® l r A i ) + £jP<i XpVnV Ri ) / 

{r2|>,-M V , V i ( r " A' / f) + ejpq xp V , V i ( r " £ " ) ] 

7 , ( r " * " ) ] } , 

V i V j i r - ^ K " ) 

n(n +1) (n + 2) 

( 2 n + l ) [eipq Xj xp V , (r" Kn) + V , ( r " A " ) ] } . 

1 
(n + l ) (n + 2) 

( 5 . 1 2 ) 

( 5 . 1 3 ) 

D e r durch v o l l s t ä n d i g e V e r j ü n g u n g zwe ier T e n s o r e n /-ter Stufe erhal tene A u s d r u c k besitzt f o l g e n d e Or tho -
i f t : 

f K("[ n \ (#, cp) Kl™'™) (&, cp) dco = 0 , w e n n n m o d e r n =f= m . ( 5 , 1 4 ) 

gona l i tä tse igenschaf t 

D i e B e z i e h u n g f ü r n tn f o l g t s o f o r t aus der O r t h o g o n a l i t ä t s e i g e n s c h a f t der K u g e l f l ä c h e n f u n k t i o n e n . D e n 
B e w e i s f ü r n =P ni f ü h r e n w i r im A n h a n g B durch vo l l s tänd ige I n d u k t i o n . 

6. Polare und axiale Tensoren bei den 
verschiedenen Kristallklassen 

metr iee lemente zu bes i tzen , s o n d e r n es genügt , w e n n 
d i e S y m m e t r i e e l e m e n t e e iner Kr is ta l lk lasse aus d e m 
P r o d u k t der I n v e r s i o n u n d der re inen D r e h u n g e n 

Es ist e ine b e k a n n t e E igenscha f t v o n p o l a r e n T e n - . . 1 ^ . 
t ~ e i - i rp, a u f g e b a u t s ind , w o b e i l edoch unter d e n D r e h u n g e n 

s o r e n g e r a d e r S tu le u n d ax ia len l e n s o r e n ungera - , . ° . . . J . . 
i , T . , . . r- r> i_i •• d i e Identität ausgesch lossen sein m u ß . Z u m Beispie l 

der Stu le . d i e nicht v o n e iner wei teren G r o ß e abhan- ° , u r o 
. t , o . , . . y . . , . •• i ^ g e h ö r t d ie Kr is ta l lk lasse Ci/. zur se lben LAUE-Sym-

g i g s ind, d a ß sie be i e iner I n v e r s i o n nicht veränder t ° _ . J . 
i -rr • . m i t i i ^ ,.. . T metr ie w i e C-? u n d Cvi,, we i l sich d ie Symmetr i e -

w e r d e n . Kr is ta l lk lassen , d ie durch Z u l u g e n eines In- J 

v e r s i o n s z e n t r u m s identisch w e r d e n - d . h. Kristal l - e l ^ e n t e v o n Clh d u r c h J R2> darstel len lassen, w o -
klassen mit d e r s e l b e n LAUE -Symmetrie - h a b e n b e i m i t R 2 d i e S y m m e t r i e e l e m e n t e v o n C2 ( a u ß e r 
d e s h a l b auch g le i che p o l a r e T e n s o r e n g e r a d e r u n d d e r Ident i tät ) beze i chnet w e r d e n , 
ax ia le T e n s o r e n u n g e r a d e r Stufe . Kristal lk lassen mit Wesent l i ch a n d e r e Verhä l tn i sse l i egen v o r , w e n n 
g le i cher L\UE -Symmetr ie b rauchen bekanntl ich nicht d i e T e n s o r e n v o n e iner we i teren G r ö ß e a b h ä n g i g 
d iese lben re inen D r e h u n g e n 9t als g e m e i n s a m e S y m - s ind , wei l n u n m e h r be i der I n v e r s i o n auch noch d ie 



P u n k t k o o r d i n a t e n t r a n s f o r m i e r t w e r d e n müssen . 
N u r w e n n das A r g u m e n t e in ax ia ler V e k t o r ist, 
gilt w i e d e r , d a ß d i e p o l a r e n T e n s o r e n g e r a d e r Stufe 
u n d d i e a x i a l e n T e n s o r e n u n g e r a d e r Stu fe be i 
Kr is ta l lk lassen m i t g le i cher LAUE-Symmetrie iden-
tisch s ind . F ü r d e n Fal l , d a ß d i e T e n s o r e n e ine Funk-
t i on e ines p o l a r e n V e k t o r s s ind , gelten d ie b e i d e n 
f o l g e n d e n S ä t z e : 

1 ) Kr i s ta l lk lassen g le i cher LAUE-Symmetrie besit -
zen d i ese lben p o l a r e n T e n s o r e n 2 /-ter Stu fe u n d 
achsialen T e n s o r e n ( 2 Z + l ) - t e r Stufe , wenn ihre 
K o m p o n e n t e n e ine g e r a d e F u n k t i o n der K o m p o n e n -
ten des p o l a r e n V e k t o r s s ind . 

2 ) Kr i s ta l lk lassen mit g le i cher LAUE-Symmetrie 
besitzen d i e s e l b e n ax ia l en T e n s o r e n 2 /-ter Stufe 
u n d p o l a r e n T e n s o r e n ( 2 1 — l ) - t e r Stufe , w e n n ihre 
K o m p o n e n t e n e ine u n g e r a d e F u n k t i o n der K o m p o -
nenten des p o l a r e n V e k t o r s s ind . 

D e r B e w e i s f ü r d i e b e i d e n B e h a u p t u n g e n ist sehr 
e in fach . D i e B e z i e h u n g ( 2 , 3 ) b z w . ( 2 , 4 ) lautet f ü r 
e ine Kr is ta l lk lase , d i e aus d e n S y m m e t r i e e l e m e n t e n 

9t a u f g e b a u t ist 

i , ( r ) = ± ( - 1 ) T - h ( 9 t , r ) 

= 7\- . . . , - , ( x), 

w e n n sich d i e T e n s o r k o m p o n e n t e n b e i e iner re inen 
D r e h u n g der P u n k t k o o r d i n a t e n w i e d ie Dars te l lung 

t r a n s f o r m i e r e n . D a s p o s i t i v e V o r z e i c h e n bez ieht 
sich d a b e i auf p o l a r e , das n e g a t i v e V o r z e i c h e n auf 
ax ia le T e n s o r e n . M i t d e n in b e i d e n Sätzen g e m a c h -
ten V o r a u s s e t z u n g e n erhält m a n a lso d iese lbe Bezie -
h u n g , w i e s ie v o n d e n T e n s o r e n d e r durch d ie S y m -
metr i ee l emente 9t charakter is ierten Krista l lk lasse er-
fül l t w i r d . 

7. Phänomenologische Theorie der galvano- und 
thermomagnetischen Effekte 

W i e sich d i e R i c h t u n g s a b h ä n g i g k e i t der phys ika l i -
schen E i g e n s c h a f t e n in Kr i s ta l l en mi t H i l f e der h ier 
de f in ier ten T e n s o r e n a u s d r ü c k e n läßt, sol l a m Bei -
spiel der g a l v a n o m a g n e t i s c h e n u n d t h e r m o m a g n e t i -
schen E f f e k t e geze ig t w e r d e n . 

Be i d e r Bet rachtung v o n T r a n s p o r t p r o b l e m e n 
n i m m t m a n heute a l l g e m e i n e inen l inearen Z u s a m -
m e n h a n g zwischen d e n S t r ö m e n — der elektrischen 

18 A . H. WILSON, T h e Theory of Metals, Cambridge University 
Press, Cambridge 1954. 

19 H. B. CALLEN, Phys. Rev. 73 , 1349 [ 1 9 4 8 ] ; 85, 16 [ 1 9 5 2 ] . 

Stromdichte u n d d e r W ä r m e s t r o m d i c h t e SB — u n d 
den t r e ibenden K r ä f t e n — d e m G r a d i e n t e n des elek-
t rochemischen Potent ia l s u n d der T e m p e r a t u r T — 
an. A l s e lektrochemisches Po tent ia l w i r d d ie G r ö ß e 

pi = C-ecp (7 ,1 ) 

bezeichnet , w o b e i £ d i e f r e i e E n e r g i e e ines Le i tungs -
e lektrons (FERMI-Energie) u n d e cp se ine elektrosta-
tische E n e r g i e ist. D i e V e r k n ü p f u n g zwischen d iesen 
V e k t o r e n geschieht durch p o l a r e T e n s o r e n zweiter 
Stufe , d i e j e d o c h durch d e n nach der elektrischen 
Fe ldstärke @ = — g r a d cp u n d d e r W ä r m e s t r o m d i c h t e 
9 0 a u f g e l ö s t e n l inearen Z u s a m m e n h a n g def in iert 
s ind 1 8 ' 1 9 : 

Ei = ,Qij Jj + Sa • V i T — ) V i C, ( 7 , 2 ) 

Wi = Z7 iy Jj - Xij -\7jT- > Ji, ( 7 , 3 ) 

h ierbe i ist o d e r T e n s o r des spez i f i schen W i d e r s t a n -
des, x der W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t s t e n s o r , H ist d e r PEL-
TIER-Koeff izient u n d S d i e T h e r m o k r a f t . 

Mi t H i l f e der T h e r m o d y n a m i k der i r revers ib l en 
P r o z e s s e k a n n m a n ze igen , d a ß b e i A n w e s e n h e i t 
e ines ä u ß e r e n M a g n e t f e l d e s d i e o b i g e n T r a n s p o r t -
tensoren f o l g e n d e E igenscha f t h a b e n 1 9 ' 2 0 

= * ; » ( - £ ) , ( 7 , 4 ) 

9 i j ( & ) = , O j i ( - $ ) , ( 7 , 5 ) 

H a ( i p ) = 71 S a ( — ^p) . ( 7 , 6 ) 

D i e s e auf ONSAGER 2 1 z u r ü c k g e h e n d e n Bez iehun-
g e n w u r d e n v o n KOHLER 2 2 d u r c h U n t e r s u c h u n g der 
S y m m e t r i e e i g e n s c h a f t d e r BoLTZMANNschen T r a n s -
p o r t g l e i c h u n g a u d i e l ektronentheoret i s ch b e w i e s e n . 

D u r c h das ä u ß e r e M a g n e t f e l d w e r d e n al le T r a n s -
por t t ensoren u n s y m m e t r i s c h . W i r zer l egen sie d a h e r 
in f o l g e n d e r W e i s e in i r r e d u z i b l e T e n s o r e n nullter , 
erster u n d zwei ter S t u f e : 

Tij(§) = dtj Tio) (<p) +eijk Til)(£) + Tfj (<p) , 
( 7 , 7 ) 

w o b e i T W u n d T f - p o l a r e T e n s o r e n u n d 

( & ) e in a x i a l e r V e k t o r s ind . E i n e wesent l i che 
V e r e i n f a c h u n g e r g i b t sich n u n aus d e r Tatsache , d a ß 
d i e magnet i s che Fe lds tärke b e i e iner I n v e r s i o n ihr 
V o r z e i c h e n nicht ändert , d . h . e in ax ia ler V e k t o r 
ist. W i e i m Abschn i t t 6 er läutert w u r d e , s ind d ie 

2 0 H . B . G . CASIMIR, R e v . M o d . P h y s . 1 7 , 3 4 3 [ 1 9 4 5 ] . 
2 1 L . ONSAGER, P h y s . R e v . 3 7 , 4 0 5 [ 1 9 3 1 ] ; 3 8 , 2 2 6 5 [ 1 9 3 1 ] . 
22 M . KOHLER, A n n . Phys. , Lpz . (5 ) 4 0 , 601 [ 1 9 4 1 ] . 



o b e n e i n g e f ü h r t e n T e n s o r e n T(r*> mit r = 0 , 1 , 2 
für d ie Krista l lk lasse mit g le i cher LAUE-Symmetr ie 
identisch, so d a ß w i r n u r d i e 1 1 Kr is ta l lk lassen , 
deren S y m m e t r i e e l e m e n t e re ine D r e h u n g e n s ind , zu 
untersuchen h a b e n . 

W e g e n der versch iedenen F o r m der ONSAGER-BC-
z i e h u n g e n ( 7 , 4 ) b is ( 7 , 6 ) m ü s s e n w i r n u n d ie 
Entwick lungen f ü r den e lektr ischen W i d e r s t a n d s -
tensor u n d f ü r d ie W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t e inersei ts u n d 
f ü r d ie T h e r m o k r a f t u n d f ü r d e n PELTIER-Koeffizien-
ten andererse i ts getrennt a u s f ü h r e n . 

Zunächst e rg ib t sich w e g e n ( 7 , 4 ) , d a ß d ie ent-
sprechend zu ( 7 , 7 ) geb i lde ten G r ö ß e n (,£)) u n d 

(^p) nur g e r a d e F u n k t i o n e n des M a g n e t f e l d e s , 
der V e k t o r o ^ (^p) d a g e g e n e ine u n g e r a d e F u n k t i o n 
des M a g n e t f e l d e s s i n d ; f ü r d i e entsprechenden G r ö -
ßen des W ä r m e l e i t u n g s t e n s o r s gi lt dasse lbe . W e n n 
wi r nun die o b e n e i n g e f ü h r t e n G r ö ß e n nach den 
V e k t o r k o m p o n e n t e n des M a g n e t f e l d e s entwicke ln , 
erhalten w i r h a r m o n i s c h e P o l y n o m e der F o r m 
Hm-p Hp[in -rn m i t m > n u n d p 2 L, w e n n w i r 
b is zu den G l i e d e r n 2 L-ter O r d n u n g g e h e n . D a d iese 
F u n k t i o n e n d ie r icht ige K r i s t a l l s y m m e t r i e bes i tzen , 
lassen sie sich durch d i e in A b s c h n i t t 4 u n d 5 def i -

nierten T e n s o r e n nullter, erster u n d zwei ter S t u f e 
ausdrücken . 

o(°) ( £ ) = t X I R { i % , r H ' 2 l K ( 2 n ' r ) , ( 7 , 7 ) 
Z = 0 H = 0 r 

X X X V 2 1 ' 1 , 
l=lk=ln,r ( 7 j 8 ) 

1=0 k = 0 n, r 

Mit d e m Index r beze ichnen w i r dabe i d ie verschie -
denen f ü r ein bes t immtes n m ö g l i c h e n F u n k t i o n e n . 
In den Gin . ( 7 . 8 ) u n d ( 7 , 9 ) ist a u ß e r d e m noch 
über alle W e r t e v o n n zu s u m m i e r e n , d i e f ü r ein 
bes t immtes k < 2 L m ö g l i c h s ind . D i e Z a h l d e r 
für ein bes t immtes L f re i w ä h l b a r e n K o e f f i z i e n t e n 
Rf)n>r, u n d läl3t sich mi t d e n in 

den T a b . 5 — 9 a n g e g e b e n e n H ä u f i g k e i t e n d e r D a r -
ste l lungen r x b e r e c h n e n ; sie s t immt g e n a u mit den 
v o n KAO und KATZ a n g e g e b e n e n W e r t e n ü b e r e i n . 

Mi t der bekannten B e z i e h u n g 2 3 aus der T e n s o r -
rechnung k ö n n e n w i r nun d i e elektrische L e i t f ä h i g -
keit f ü r e ine bes t immte S t r o m r i c h t u n g b e r e c h n e n . E s 
erg ibt sich 

o=JiQ;!Ji= y S 2 R [ % , r H 2 l K ^ + X X X Ri%,rikH*'Klritk) cos Oi CO* af, ( 7 , 1 0 ) 
J 1=0 n =0 r 1=0 fc=0 n, r 

w e n n d ie S t r o m r i c h t u n g durch d i e R i c h t u n g s k o s i n u s s e c o s 04 , c o s a 2 und c o s a 3 gekennze i chnet i s t 2 4 . D i e 
Ä n d e r u n g des e lektrischen W i d e r s t a n d e s i m M a g n e t f e l d ist a lso e ine g e r a d e F u n k t i o n der magnet i s chen 
Fe ldstärke , enthält a lso d ie K o e f f i z i e n t e n R j f i ^ . j t nicht ; i m Gegensatz z u m HALL-Effekt. der w e d e r e ine 
g e r a d e noch e ine u n g e r a d e F u n k t i o n der m a g n e t i s c h e n Fe ldstärke ist. 

W i e aus den B e z i e h u n g e n ( 7 , 6 ) ersichtl ich ist, braucht der T e n s o r des PELTIER-Koeff izienten selbst bei 
v e r s c h w i n d e n d e m M a g n e t f e l d nicht s y m m e t r i s c h zu sein. A u ß e r d e m sind auch d i e entsprechend zu ( 7 , 7 ) 
b is ( 7 , 9 ) g e b i l d e t e n G r ö ß e n I 7 ( 0 \ n[X\ I I f - w e d e r g e r a d e noch u n g e r a d e F u n k t i o n e n der K o m p o -
nenten der magnet i s chen Fe lds tärke , so d a ß m a n f o l g e n d e Entwick lung anzusetzen h a t : 

nm{& =ZZ1 Ph.:,t 
l=o n=i 

L L 

L L 

I I 
1 = 1 n=1 r 

» . " > < $ ) = 1 2 2 Pükn* a " - ' K f - « ' * - » + 1 1 1 PS H"X!*«,*> , 
1=1 k= 1 11, r 

2=0 k=0 n, r 

23 J. F. NYE, Physical Properties of Crystals. Clarendon Press, 
Oxford 1957, p. 26. 

24 Die im zweiten Glied vorkommenden Summen über i und j 
lassen sich durch Bi-sphärische Harmonische ausdrücken. 

cos « . K ^ j r : 2 * ( # , <p) cos a• = ß [ ( 0 o (p0 ;&,<p) . 

&0 und cp0 sind hierbei die Polarkoordinaten des Strom-

Z=0 ä=ü n, r 

L L 

y pi 
/ 1 l; n, r; k " J l X j X 2 X p ^ t ^ H 2 1 - 1 ^ ^ 2 " - » 

1=1 k=1 ri, r 

( 7 . 1 1 ) 

( 7 . 1 2 ) 

( 7 . 1 3 ) 

vektors. Mit Bi-sphärischen Harmonischen bezeichnen wir 
die harmonischen Funktionen der beiden Variablenpaare 

, <p0 und (p , die sich bei einer Deckoperation wie die 
identische Darstellung transformieren. Bi-sphärische Har-
monische der Kristallklasse O wurden schon ausführlich 
untersucht (H. BROSS, Z. Naturforschg. 14 a, 892 [1959] ) . 



Über d ie Ind izes n u n d r w i r d d a b e i in d e r s e l b e n 
W e i s e s u m m i e r t w i e b e i m elektr ischen W i d e r s t a n d . 
W e g e n der ÜNSAGER-Relation gel ten f ü r d i e G r ö ß e n 
T S ^ ( i o ) , T S ^ i S ) u n d T S j f ( $ ) d i e se lben Be-
z iehungen , w e n n m a n n u r in ( 7 , 1 1 ) b i s ( 7 , 1 3 ) v o r 
der zweiten S u m m e j e d e r Z e i l e e in M i n u s z e i c h e n ein-
führt . 

Unmit te lbar nach Fer t igs te l lung dieses M a n u s k r i p -
tes e r s c h i e n d i e A r b e i t v o n W . DÖRING u n d G . SIMON 

über „ D i e B i c h t u n g s a b h ä n g i g k e i t der M a g n e t o s t r i k -
t i o n " in A n n . P h y s . , L p z . ( 7 ) 5 , 3 7 3 [ I 9 6 0 ] . D i e 
in d ieser V e r ö f f e n t l i c h u n g benützte M e t h o d e zur Be-
rechnung der T e n s o r e n zwei ter S tu fe mi t d e m rich-
t igen Kr i s ta l l symmetr i everha l t en unterscheidet sich 
vö l l i g v o n d e m in d e r v o r l i e g e n d e n A r b e i t ange -
wandten V e r f a h r e n , das a u ß e r d e m a u d i be i T e n s o -
ren h ö h e r e r als zwei ter S t u f e noch benützt w e r d e n 
kann. 

0 + { t f 0» .* ) } = + ( f c + 1 ) K ( n , k + \ ) 

QO K(n,k) = k(k-fl) K { n , k ) 

Der Verfasser dankt den Herren Professor Dr. U. 
DEHLINGER, P r o f e s s o r D r . A . SEEGER u n d D o z e n t D r . E . 
KRÖNER für ihr förderndes Interesse an der vorliegenden 
Arbeit . Den Herren Dr. G. SCHOTTKY und cand. phys. 
W . HACKER bin ich für zahlreiche Diskussionen zu Dank 
verpflichtet. 

Anhang A 

Im Abschnitt 5 haben wir erwähnt, daß man durch 
/-faches Differenzieren einer Funktion K.W einen und 
nur einen irreduziblen Tensor /-ter Stufe K j™'n ^ 
mit n — l<n < n + l erhält. Den Beweis dieser Be-
hauptung führen wir durch vollständige Induktion. W i r 
nehmen dazu an, daß es nur einen irreduziblen Tensor 
( / — 2)-ter Stufe K n \l 2 gibt und zeigen, daß die 
durch Differentiation über verschiedene W e g e abgeleite-
ten Tensoren /-ter Stufe sich nur durch Tensoren (/ — 1 ) -
und (/ — 2) -ter Stufe voneinander unterscheiden. 

Dazu definieren wir die fo lgenden Funktionsoperato-
ren 

= r~k+1 V „ [ r * * ( ! !•*>] , ( A I ) 

= _ R Ä + 2 V P [ R - & - 1 Z ^ A ) ] , ( A 2 ) 

= r-kePrsXrVs[rkK^}. ( A 3 ) 

Mit dem Strich — haben wir die Fo lge der Indizes 
ii • • • k-2 angedeutet. Durch den Operator wird ein 
vorher aus Kugelf lächenfunktionen Ar-ten Grades gebil-
deter Tensor (/ — 2) -ter Stufe in einen Tensor ( / — l ) - t e r 
Stufe übergeführt, der aus Kugelf lächenfunktionen 
(k — l ) - t en Grades gebildet wird. Der Operator O ~ 
erhöht den Grad der Kugelf lächenfunktionen u m 1, der 
Operator O p läßt den Grad unverändert. 

Wenn sich nun die auf verschiedenen W e g e n berech-
neten Tensoren /-ter Stufe voneinander nur durch Ten-

soren niederer als /-ter Stufe unterscheiden, dann darf 
die Differenz zweier Funktionsoperatoren, die besagte 
Tensoren erzeugen, einen oder gar keinen Funktions-
operator enthalten. Beim Beweis, den wir für alle mög-
lichen Operatorprodukte ausführen müssen, brauchen wir 
nur d ie Eigenschaft, daß rk K ^ k ) und r-k~1K^'k) 

harmonische Funktionen sind. Wir wollen ihn am Bei-
spiel der beiden Produkte O0p Oq und Op durch-
führen, die aus den Tensor K k> einen Tensor K 
machen. 

Es ist 0 + Oq{K^'k>) = _ r * + l V p [ r " 2 Ä + 1 V ? (r* *>)] 

= (2 k — 1) r~kxp S7q[rkK^'k)] - r " * + 2 V p V s [rk K(»- *>] ( A 4 ) 

und O0p O0q {K (?•*>}= r~k Eprs £qtv xr V S xt Vv[rkK k) ] . ( A 5) 

Mit den Eigenschaften der «-Tensoren 2 5 

Eijk Elmk = du Öjm — dim djl , ( A 6 a ) 

£ikl £jmn ak am bi bn = ( ß j bj + dj bi) (Q • b ) - ai dj b2 — a2 bi bj + djj \a2 b2 - ( a b ) ( a b ) ] ( A 6 b ) 

wird O0p O0q {K (».*)}= r-ft { ( X p VQ + xq V p ) (r V ) - xp V 9 - xv xq A - r2 V p V « 

+ dPq [r2 A - (r V ) (r V ) ] } [r'fc K ] = r~k {(/c - 1) *p V 9 [rk K <*>k) ] 

+ kxQVP[rkK1^ *>] - r2 V p V f f [ r ' 1 K k)]-dpqk2rkK ^ . (A 7) 

25 A . DUSCHEK U. A . HOCHRAINER, Grundzüge der Tensorrechnung in analytischer Darstel lung, I. Tei l , Springer-Verlag, 
Wien 1954, S. 74. 



Bilden wir nun die Differenz von (A, 4) und (A, 7 ) , dann heben sich gerade die beiden Operatoren weg, die den 
Tensor /-ter Stufe erzeugen. 
O 0 O 0 (n, ft) j _ 0 + 0 - in, ftj j = _ k r - k X p R in, ft)] + J ( f - k ^ [ f * R («, ft)] _ ^ k*K in, ft) _ ( A g ) 

Wie man sich leicht überzeugen kann, lassen sidi die ersten und zweiten Glieder auf der rechten Seite zu einem 
irreduziblen Tensor ( /—l ) - t e r Stufe zusammensetzen. 

O0 O 0 (n, ft) j _ 0 + ( ) - {*(» ,*)} = _ * r - f t £ p q l £ [ r s X r V s [r* K W *> ] - dpq k* K W *> 

= -k Epqi oz° [KLn-ft>} - dpq k* v. (A 9) 

In gleicher Weise lassen sich die anderen Operatorprodukte ausrechnen. In Operatorschreibweise erhält man 

0 + O - - O- 0+ = - (2 k + 1 ) dPQ + (2 k + 1) £PQ1 O ? , (A 10) 

0 + = - ( A + l ) * < 5 O T + ( * + l ) ( A l l ) 

o r o ° - o " o : •fcfiMi Of, o j o £ - o°p OJ = + (/c + 1) o + . (A 12 ,13) 

Die auf verschiedenem Wege erhaltenen Tensoren /-ter Stufe können sich also voneinander nur durch Tensoren 
( / - ! ) - und (/ — 2)-ter Stufe unterscheiden. 

Anhang B 

Den Beweis, daß das Integral des vollkommen ver-
jüngten Produkts zweier Tensoren /-ter Stufe 

J K'"•>", K d w ! , . . . ! ( Ii . . . Ij 

verschwindet, führen wir wieder durch vollständige In-
duktion. Wir nehmen also an, daß die Behauptung für 
einen Tensor /-ter Stufe richtig ist. Die Tensoren (/ + 1)-
ter Stufe kann man durch dyadische bzw. vektorielle 
Differentiation erhalten. 

Wir führen zunächst den Beweis für 

/ 
durch. Bei diesem Ausdruck tritt unter anderem das 
skalare Produkt V (u) V (v) auf, das wir in folgender 
Weise umformen können 

V ( « ) \/{v)=l[A{uv)-uAv-vAu-), ( B l ) 

wobei u und v harmonische Funktionen sind. Infolge-
dessen verschwinden die Beiträge der beiden letzten 
Glieder, so daß folgender Ausdrude übrig bleibt 

/ R(n,k) R(n', k) daJ 

11 • • • 'i+i 'i • • • 'i+i 
r-2k+2 

2 k2 
JA (r2kKWklKWkl)da). (B 2) 

Wir haben nun angenommen, daß das Integral über 
das Produkt f K(."'k\ K[n''k\ da) verschwindet. Bei j <i. • • 'i ( j . . . ij 
einer Entwicklung dieses Produktes nach Kugelflädien-
funktionen wäre also der Koeffizient von Yo, o ( c o s # ) 
Null. Da der zf-Operator auf eine Kugelflächenfunktion 
angewandt deren Grad nicht verändert, verschwindet das 
obige Integral. Bei dem obigen Beweis haben wir noch 
keine spezielle Annahme über die Form der harmoni-
schen Funktion gemacht, er gilt daher entsprechend auch 
für das Produkt der beiden anderen dyadischen Ablei-
tungen. 

Das Produkt zweier vektorieller Ableitungen läßt sidi wie folgt umformen 
r - 2 f t 

'i • • • 'i+i !'i • • • 'i+i k2{k +1)2 r - g r a d r ' 4 " ; * ) , . ] [ r - g r a d r* *<»'•*>_] 

( grad r » * « : » , . grad , » * ) • ' • « ) . 4 R(n,k) R(n',k) a 

(A + l)2 ^ '' •!'< k2(k+1)2 (B 3) 

Bei der Integration über die Oberfläche verschwindet 
das erste Integral, weil wir angenommen haben, daß das 
Produkt der beiden Tensoren /-ter Stufe orthogonal ist. 
Die Orthogonalität des zweiten Integrals haben wir aber 
bei den dyadischen Ableitungen bewiesen. 

Die Orthogonalität des Produktes aus dyadischer und 
vektorieller Ableitung ist selbstverständlich, weil der 
entstehende Ausdruck eine ungerade Funktion in bezug 
auf den Ursprung des Koordinatensystems ist. 


