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Zur Richtungsabhingigkeit physikalischer Eigenschaften in Kristallen
mit besonderer Berticksichtigung
der galvano- und thermomagnetischen Effekte

Von Hermur Bross

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
und dem Max-Planck-Institut fiir Metallforschung, Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 859—874 [1960] ; eingegangen am 14. Juli 1960)

Verschiedene physikalische Eigenschaften lassen sich durch Tensoren beschreiben, die wiederum
von einem Vektor abhingig sind. Es wird eine Methode angegeben, um den EinfluB der Kristall-
symmetrie auf die Richtungsabhédngigkeit dieser Tensoren zu ermitteln. Als Ausgangspunkt werden
skalare Funktionen verwendet, die gegeniiber den Symmetrieoperationen der einzelnen Kristall-
klassen invariant sind. Durch passende Differentiation dieser skalaren Funktionen lassen sich Ten-
soren beliebiger Stufe gewinnen. Fiir die 32 Kristallklassen werden die allgemeine Form der skalaren
Funktionen sowie ihre Haufigkeit angegeben. Als Anwendungsbeispiel fiir die mit dieser Methode
berechneten Tensoren wird eine phdnomenologische Theorie der galvano- und thermomagnetischen

Effekte gegeben.

1. Einleitung

Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich auf
einen kristallinen Korper, bei dem durch eine phy-
sikalische Einwirkung, die mit einer FeldgroBe A
beschrieben werden kann, ein bestimmter physikali-
scher Effekt B erzeugt wird !. In den meisten Fillen
besteht zwischen der Einwirkung A und dem physi-
kalischen Effekt B keine genaue Proportionalitat.
Wenn jedoch zwischen diesen beiden Grofien ein
hinreichend stetiger Zusammenhang besteht, dann
kann man die Gréfe B in eine Potenzreihe nach den
Einwirkungen A entwickeln:

B-T,A+T, (A)2+..., (1, 1)

wobei die Koeffizienten der Reihenentwicklung Ten-
soren verschiedener Stufe und fiir die spezielle
Eigenschaft des Kristalls charakteristisch sind.

In einem Kristall mit Symmetrieeigenschaften
darf die Ausfithrung irgendeiner der Symmetrie-
operationen das physikalische Verhalten nicht veran-
dern. Damit dies der Fall ist, miissen die Kompo-
nenten der physikalischen Eigenschaftstensoren T,
gewisse Bedingungen erfiillen, die schon verschie-
dentlich ausfiihrlich untersucht worden sind 274,

Es sind nun physikalische Effekte, denkbar, bei
denen die Koeffizienten der Reihenentwicklung (1.1)

1 Hierbei sind die GroBen A und B Tensoren beliebiger
Stufe.

2 W.Voier, Lehrbuch der Kristallphysik, 2. Auflage, Teubner,
Leipzig 1928.

3 C. Hermany, Z. Kristallogr. 89, 39 [1934].

noch von einer weiteren Feldgrofle abhidngig sind.
Als Beispiel denke man an die galvanomagnetischen
Effekte, wo zunachst ein linearer Zusammenhang
zwischen der elektrischen Feldstarke und der elektri-
schen Stromdichte besteht, der Proportionalitatsfak-
tor aber durch ein dufleres Magnetfeld § beeinflufit
werden kann.
Symmetrieeigenschaften mufl nun der von einem
weiteren Vektor abhingige Eigenschaftstensor ge-
geniiber irgendeiner Symmetrieoperation invariant
sein. Die Frage nach der Richtungsabhangigkeit
eines solchen Tensors wurde bis jetzt nur fiir einige
Spezialfalle untersucht. Die umfangreichsten Unter-
suchungen wurden von KonLer ® und von Kao und
Karz ¢ fiir die galvanomagnetischen Effekte durch-
gefiihrt. Wahrend sich KoHLER nur auf die quadrati-
schen Glieder in der magnetischen Feldstirke be-
schrinkte, gaben Kao und Karz ein allgemeines Ver-
fahren an, wie man die Tensorkomponenten fiir be-
liebig hohe Potenzen in der magnetischen Feldstirke
bestimmen kann. Es zeigt sich aber, daf} die von
Kao und Karz vorgeschlagene Methode bei Tensoren
hoherer Stufe auf ein umfangreiches homogenes
Gleichungssystem fiihrt, das nicht mehr zu iibersehen
ist. Es besteht daher das Bediirfnis nach einem Ver-
fahren, das auch bei Tensoren hoherer als zweiter

Stufe praktisch durchfithrbar ist.

In einem Kristall mit bestimmten

4 Modernere Arbeiten sind zitiert bei H. Jacopzinski in S.
Frieee, Handbuch der Physik, VII/1, Springer-Verlag,
Berlin-Gottingen-Heidelberg 1955.

5 M. Kourer, Ann. Phys., Lpz. (5) 20, 878, 891 [1934];
Z. Phys. 95, 365 [1935].

§ L. P. Kao u. E. Karz, J. Phys. Chem. Sol. 6, 223 [1958].
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In der folgenden Arbeit wird ein Verfahren be-
schrieben, wie man die Komponenten eines — noch
von einem Vektor 1 abhidngigen — Tensors [-ter
Stufe T; _ ; (r) durch passende Differentiation eines
Tensors niederer Stufe erhalten kann, wenn dieser
schon die richtige Symmetrie besitzt. Die angegebene
Methode ist vollig allgemein und kann sowohl fiir
polare als auch fiir achsiale Tensoren angewandt
werden. Aullerdem kann das Argument der Tenso-
ren sowohl ein achsialer als auch ein polarer Vektor
sein.

Im Abschnitt 2 untersuchen wir die Bedingungen,
die ein Tensor Il-ter Stufe erfillen muf}, damit er
gegeniiber den Deckoperationen einer Kristallklasse
invariant ist. Im Abschnitt 3 zeigen wir, dall man
durch dyadische bzw. vektorielle Differentiation eines
Tensors mit der richtigen Kristallsymmetrie einen
Tensor hoherer Stufe erhalten kann, der die in Ab-
schnitt 2 abgeleiteten Bedingungen erfiillt. Als Aus-
gangsfunktionen fir die sukzessive Berechnung der
Tensoren werden skalare Funktionen verwendet, die
gegeniiber den reinen Drehoperationen einer Kristall-
klasse invariant bleiben und die bei Spiegeloperatio-
nen eventuell nur ihr Vorzeichen dndern. Wie sich
diese Funktionen berechnen lassen, wird in Ab-
schnitt 4 beschrieben. Die Bestimmung der Tensoren
hoherer Stufe wird in Abschnitt 5 erldutert. Im Ab-
schnitt 6 untersuchen wir das unterschiedliche Ver-
halten polarer und achsialer Tensoren. Als Anwen-
dungsbeispiel der auf diese Weise berechneten Ten-
soren wird im Abschnitt 7 eine phanomenologische
Theorie fiir die galvano- und thermomagnetischen
Effekte in Kristallen gegeben.

2. Das Transformationsverhalten von Tensoren
bei Dedkoperationen

Gegeben sei ein Tensor [-ter Stufe T; _; (1), der
noch von den Komponenten eines Vektors 1T abhén-
gig ist. Der Einfachheit halber sei dieser Tensor auf
ein orthogonales Koordinatensystem bezogen, so daf3
wir kovariante und kontravariante Tensoren nicht
zu unterscheiden brauchen. Da sich alle Deckopera-
tionen der verschiedenen Kristallklassen durch ortho-
gonale Transformationen beschreiben lassen, ist
diese Vereinfachung zweckmifig und bedeutet keine
Einschrankung.

7 Uber doppelt vorkommende Indizes ist zu summieren.

H. BROSS

Durch die Punkttransformation ;= R;; z; werde
nun ein Punkt P(r) in den Punkt P(1) iiberge-
fithrt 7 8, Gleichzeitig fiihren wir durch ;"= R;}! z;
ein neues Koordinatensystem ein. Hierdurch wird
erreicht, dal der Punkt P (1) im gestrichenen Ko-
ordinatensystem zahlenmifig die gleichen Koordi-
naten besitzt wie der urspriingliche Punkt P (1) im
ungestrichenen Koordinatensystem. Ganz entspre-
chend miissen die Komponenten des Tensors T';
an der Stelle T in bezug auf das gestrichene Koordi-
natensystem zahlenmallig gleich den Komponenten
desselben Tensors an der Stelle T im ungestrichenen
Koordinatensystem sein, wenn i eine Deckoperation
ist, d. h. wenn durch R gleichwertige Kristallrichtun-
gen ineinander ibergefiihrt werden. Ein Tensor mit
der richtigen Kristallsymmetrie muf} also folgender
Gleichung geniigen:

Tiv...iv(r) =T i (1) .

Um die beiden Tensoren im gleichen Koordinaten-
system vergleichen zu koénnen, berechnen wir den

Wert des Tensors T, ;. (1) in bezug auf das un-
gestrichene Koordinatensystem. Mit der bekannten
Beziehung fiir die Transformation von Tensorkom-
ponenten beim Ubergang von einem Koordinaten-
system auf das andere erhélt man

Tir...iw(¥) =Rij, - Rij T, (1)

Fiihren wir auBerdem noch die Punkttransformation
aus, so geht Gl. (2, 1) tber in

Tiv...iw@® =Rij, - Rij Tiy i (R 1)
=Ts,...5,(x) . (2,3)

Bei der Ableitung von Gl. (2,3) haben wir ange-
nommen, daB N eine reine Drehung ist. Bei einer
beliebigen Transformation ist diese Beziehung nur
fir polare Tensoren richtig. Bei einem axialen
Tensor ist Gl. (2,3) nur bei reinen Drehungen giil-
tig. Ist dagegen N eine Symmetrieoperation, die ein
Rechtskoordinatensystem in ein Linkskoordinaten-
system iiberfiihrt, so muf} der axiale Tensor folgen-
der Gleichung geniigen:

Til,"'il' (r) = _R:}1 e R;]ll ' le~--il (m’ r)
=T;... (). (2,4)
Auf die weitere Moglichkeit, dal das Argument der

Tensoren ein achsialer Vektor ist, werden wir erst
im Abschnitt 6 eingehen.

(2,1)

(2,2)

8 Wir beschrinken uns zunichst auf reine Drehungen.
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3. Ableitung eines Verfahrens zur sukzessiven
Bestimmung der Tensoren mit der richtigen
Kristallsymmetrie

Wenn der Tensor T; ; keine Funktion eines
Vektors ist, stellt Gl. (2, 3) bzw. (2, 4) ein lineares
homogenes Gleichungssystem fiir die 3! Tensor-
komponenten T; ___; dar. Es hat auBer den trivialen
Losungen, daB alle Tensorkomponenten verschwin-
den, fiir ein Symetrieelement nur dann weitere Lo-
sungen, wenn die Koeffizientendeterminante ver-
schwindet. Diese Bedingung hat zur Folge, daf nicht
alle Tensorkomponenten vollig unabhéngig vonein-
ander werden; auferdem konnen auch einzelne Ten-
sorkomponenten verschwinden. Ist das homogene
Gleichungssystem fiir ein Symmetrieelement der
Kristallklasse erfillt, so mussen wir priifen, ob ir-
gendein anderes Element dieser Klasse weiterge-

Ti,...i(x) = Z mZ=0pZO

n=0

wobei die von Kao und Karz eingefiihrten Klammer-
symbole [m —p,p,n—m] unabhingig von dem
Vektor 1 sein sollen. Geht man mit diesem Ansatz
in Gl. (2,3) bzw. (2,4) ein, so muB er fiir jede
Potenz in z;, z, und z; erfiillt sein. Wie man leicht
sieht, zerfallt (2,3) bzw. (2,4) fir jeden Wert
von n in ein lineares homogenes Gleichungssystem

mit 37 i’#ﬂ Unbekannten. Fiir die Auf-

losung dieses Gleichungssystems gilt das fiir den
Fall des von 1 unabhingigen Tensors T; _; Ge-
sagte. Mit dieser Methode wurden von Kao und
Karz fiir einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe
die Anzahl der von Null verschiedenen, willkiirlich
wihlbaren eckigen Klammern [m —p,p,n—m] be-
stimmt. Obwohl diese Methode schon in diesem Fall
sehr umfangreich ist, wird bei einem Tensor hoherer
Stufe die Anzahl der Gleichungen so grof}, daf ihre
Auflosung vollig ausgeschlossen ist. Ein weiterer
Nachteil besteht darin, dafl der lineare Zusammen-
hang zwischen den eckigen Klammern, der von Kao
und Karz nicht angegeben wurde, fiir jede Kristall-
klasse bestimmt werden muB.

Im folgenden wird nun ein Verfahren entwickelt,
wie man durch mehrfaches Differenzieren einer ska-

9 Die Richtigkeit dieser Annahme und die GroBe des Kon-
vergenzbereiches mufl in jedem Fall besonders gepriift
werden. Vergleiche hierzu die kritischen Bemerkungen

[m—p,p,n—ml;. . ;2P Pafay™™,
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hende oder gar widersprechende Bedingungen von
den Tensorkomponenten fordert. Auch diese Bedin-
gungen missen erfillt sein. Da die Symmetrie-
elemente einer Kristallklasse eine Gruppe bilden,
brauchen wir diese Prifung nur mit den Erzeugen-
den der Kiristallklasse durchzufithren. Mit Erzeu-
genden einer Kristallklasse bezeichnen wir jenen
Satz von Symmetrieelementen, aus dem sich alle
Symmetrieelemente einer Kristallklasse durch Grup-
penmultiplikation erzeugen lassen.

In dem uns interessierenden Fall kénnen wir je-
doch nicht so vorgehen, weil der Tensor T noch eine
Funktion von 1 sein soll, wodurch (2, 3) bzw. (2, 4)
ein System von Funktionalgleichungen darstellt.
Nehmen wir nun an, da} der Tensor eine analytische
Funktion der z,, x, und 23 ist, dann 14t er sich in
folgender Weise in eine Reihe entwickeln ?:

1 (3,1)

laren Funktion, die invariant gegeniiber den Deck-
operationen des in Frage kommenden Kristallsystems
ist, die Tensoren hoherer Stufe erhalten kann.

Aus einem Tensor [-ter Stufe kann man durch
Differentiation auf folgende zwei Weisen einen Ten-
sor (I + 1)-ter Stufe gewinnen:

d
Ti,... .00, (¥) = ;dri“,l T;...4 (1), (3,2)
T d
iy iy (D) =&0i1,0,0 " Tp =y Ti...i, (¥) .
(3,3)

Der &-Tensor ist Null, wenn mindestens zwei Indizes
gleich sind; er ist +1 bei gerader und — 1 bei un-
gerader Permutation der Indizes. Gl. (3,2) ent-
spricht einer dyadischen und Gl. (3, 3) einer vekto-
riellen Multiplikation des \/- Operators mit einem
Tensor Il-ter Stufe. Die auBlerdem noch denkbare
skalare Multiplikation liefert wieder einen Tensor
(I—1)-ter Stufe. Wir konnen nun zeigen, dal} der
nach Gl. (3, 2) durch dyadische Differentiation gebil-
dete Tensor (I+1)-ter Stufe die richtige Symmetrie-
eigenschaft besitzt, wenn sie der urspringliche Tensor
besessen hat. Zum Beweis berechnen wir die linke

von Kao und Karz® im Fall der galvanomagnetischen
Effekte.
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Seite von Gl. (2, 3). Es ist
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" ps e d
Ti{...ﬁ'u(r) =Ri,;!, ...Ril}l.RiH]liI-] asj,. Tj...i(1). (3,4)
Da der Tensor [-ter Stufe Gl. (2, 3) erfiillt, geht Gl. (3. 4) iiber in
- . p— d
Ty .0 =R1. R Ty...q (), (3,5)

wenn wir noch die Differentiation nach z; durch eine
Differentiation nach z; ersetzen. Zum Beweis der
oben aufgestellten Behauptung brauchen wir nur
noch zu beriicksichtigen. daf}

Ri_jl * R;}] = (3,'/.- (3. 6)

ist.
Im Gegensatz zur dyadischen Differentiation nach
Gl. (3.2), bei welcher der Charakter des Tensors

erhalten bleibt [das heilit aus einem polaren (axia-

11 sl iy i i

Ky ja dl‘l,-“‘

—1
;i s « &
Uy Ji+y h+1, P aq

(r)=R;1...R;1-R

len) Tensor entsteht wieder ein polarer (axialer)
Tensor]. fiihrt die vektorielle Differentiation einen
achsialen Tensor [-ter Stufe in einen polaren Tensor
(l+1)-ter Stufe — oder umgekehrt — iiber. Auch
hier besitzt der polare (axiale) Tensor (I+1)-ter
Stufe wieder die richtige Kristallsymmetrie, wenn
sie der urspriingliche axiale (polare) Tensor be-
sessen hat. Den Beweis fiihren wir zunéichst fiir den
Fall, dall N eine reine Drehung beschreibt. Setzen
wir den Tensor (3, 3) in Gl (2, 2) ein, so wird

Ty...5 (%) « (3.7

S e
? dz,

Da der Tensor [-ter Stufe Gl. (2. 3) identisch erfiillt, wird

., () — R

Ty 4., Ri,‘,i,_l

wenn wir aullerdem noch die Punkttransformation

ausfiihren. Nun gilt bei reinen Drehungen auller-
dem noch 1°

Rij= % Eitn * Ejmo* Rim * Ro (3,9)
und fiir das Produkt zweier &-Tensoren !!
Eijie * Eitm = Ojt * Opem — Ojm * Op » (3.10)
wodurch (3, 8) iibergeht in
i{...i{.l(r):Til...iM (1) . (3.11)

Wird durch die Deckoperation ein Rechtskoordinaten-
system in ein Linkskoordinatensystem transformiert.
so tritt bei Gl. (3.8) ein Minuszeichen auf. wenn
der Ausgangstensor ein axialer Tensor ist und da-
her Gl. (2.4) geniigt. Ein weiteres Minuszeichen
tritt nun aber durch Gl. (3.9) auf. da bei Spiege-
lungen und bei der Inversion

b
Rii = —2%m Emo le Run

(3.9

ist, so dall der durch vektorielle Differentiation
eines axialen Tensors erhaltene Tensor (I+1)-ter

10 J. F. Nyg, Physical Properties of Crystals, Clarendon Press,
Oxford 1957, p. 37.

RyuRv €

i, pe Tu dxy

4 2. 400, (3,8)

Stufe auch die richtige Symmetrieeigenschaft besitzt.
Ist der Ausgangstensor polar. so tritt nur durch Gl.
(3.9”) ein Minuszeichen auf. Bei einer Spiegelung
und Inversion gehorcht der Tensor (I+1)-ter Stufe
der fiir einen axialen Tensor charakteristischen
Gl (2,4).

Das soeben bewiesene Verfahren zur Berechnung
eines Tensors ([+1)-ter Stufe aus einem Tensor
[-ter Stufe lafit sich ohne weiteres beliebig oft wie-
derholen, so daf} wir einen Tensor beliebig hoher
Stufe aus einem Tensor niedrigerer Stufe sukzessiv
berechnen konnen. Als Ausgangspunkt fiir dieses
Verfahren beniitzt man natiirlich skalare Funktio-
nen mit dem richtigen Symmetrieverhalten. die sich
verhaltnisméfig einfach bestimmen lassen.

4. Berechnung von skalaren Funktionen,
die gegeniiber den reinen Drehoperationen
einer Kristallklasse invariant sind

Im vorherigen Abschnitt haben wir gezeigt, daf3
man einen Vektor mit dem richtigen Symmetriever-
halten durch dyadische bzw. vektorielle Differentia-

1" A. Duscuek u. A. Hocurainer, Grundziige der Tensorrech-
nung in analytischer Darstellung, Teil 1, Springer-Verlag
Wien 1954, S. 74.
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tion einer passend gewihlten skalaren Funktion ge-
winnen kann. Bei den Kristallklassen, die als Sym-
metrieelemente nur reine Drehungen besitzen, muf3
die skalare Funktion gegeniiber allen Deckoperatio-
nen invariant sein; d. h. die gesuchte Funktion ge-
hort zur identischen Darstellung I'; der Kiristall-
klasse und geniigt folgender Gleichung:

T(R,r)=T(r). (4,1)

Wenn eine Kristallklasse auBer reinen Drehungen
auch Symmetrieelemente enthilt, die ein Rechts-
koordinatensystem in ein Linkskoordinatensystem
iberfithren, dann miissen wir nach ihrem Verhalten
bei diesen Deckoperationen zwei verschiedene Arten
von skalaren Funktionen unterscheiden. Wahrend
die einen skalaren Funktionen 7' (1) auch gegeniiber
Spiegelungen und Inversionen invariant bleiben,
indern die anderen Funktionen T’ (r) hierbei ihr
Vorzeichen.

TR, 1) = -T'(x). (4.2)

Funktionen mit dieser Eigenschaft, die wir pseudo-
skalare Funktionen nennen wollen, gehoren zur Dar-
stellung I',” der Kristallklasse, d. h. sie gehoren zu
jener eindimensionalen Darstellung, die den reinen
Drehungen eine 1 und den Spiegelungen einschlief3-
lich der Inversion ein ( — 1) zuordnet.

Funktionen, die zu der identischen Darstellung I";
der einzelnen Kristallklassen gehéren, sind von
D6RrING 12 in einem anderen Zusammenhang niher
untersucht worden.

Wir mochten ein Verfahren beschreiben, wie man
ganz allgemein mit Hilfe von Kugelflichenfunktio-
nen skalare Funktionen mit dem obigen Transfor-
mationsverhalten bekommen kann. Zunachst sieht
man aus Gl. (3,1). daB sich die Funktionen 7T (1)
und 7°(r) — von wenigen Ausnahmen abgesehen,
bei denen die Funktionen nicht in eine Potenzreihe
entwickelbar sind — durch harmonische Funktionen
darstellen lassen. Wir miissen nun solche Linear-
kombinationen auswihlen. daf3 die skalaren Funk-
tionen 7(r) und 7'(r) das richtige Symmetriever-
halten besitzen.

Diese Auswahl fiihrt man am besten iiber die Ku-
gelflichenfunktionen durch. Wir fithren dazu spha-
rische Polarkoordinaten durch

r=rsinYcos ¢, y=rsindsing, z=rcos? (4.3)

ein. Jede harmonische Funktion vom Grade n lafit
sich in folgender Weise nach Kugelflichenfunktionen

863

entwickeln
[n/2]
T(x) = Z Z {an—‘_’l, m r P:L?l (cos ‘0) COS("HP)
=0 m

+ b,,_g Lm Tn P,',"_gl (COS "-9) Sln(m(p) } ’ (4'9 4‘)

wobei mit [n/2] die groBte ganze Zahl bezeichnet
wird, die kleiner oder gleich n/2 ist. Diese Dar-
stellung ist immer moglich, weil es genau so viele
linear unabhingige Ausdriicke der Form

Py—3; (cos ¥) cos(m @) und Py—2;(cos ) sin(m ¢)
mit O<n—2Il<n

wie linear unabhangige Polynome vom Grade n
gibt 13,

Da alle Kugelflichenfunktionen mit demselben
unteren Index n gegeniiber der reinen Drehgruppe
dasselbe Transformationsverhalten haben, fiihren
wir folgende Funktionen ein:

K™ e(d, ) = i %n.m Pn (cos®) cos(m ),

" (4.5)
K59, ) = Z o, m Pn (cos ) sin(m ).

m=0

und a® _ werden nun so be-

n,m
stimmt, daB die so definierten Funktionen entweder
zur Darstellung I'; oder zur Darstellung I')," der
entsprechenden Kristallklassen gehoren. Funktionen
mit dieser Eigenschaft heiflen wir skalare bzw.
pseudoskalare Invarianten der Kristallklasse — kurz
skalare oder pseudoskalare Invarianten — und kiir-
zen sie mit K™ ¢ bzw. K™% ab. Sind fiir ein bestimm-
tes Paar n, s bzw. n, c mehrere Funktionen moglich,
dann fiigen wir nach n einen weiteren Index r ein.

3 c
Die Konstanten a .,

Bei den ersten sechs Kristallsystemen lassen sich
die Bedingungen (4,1) bzw. (4.2) allein durch
passende Wahl der oberen und unteren Indizes der
Kugelflichenfunktionen erfiillen. Die Konstanten
2y, und a5 sind also beliebig: Fiir die skalaren
Invarianten, die zur Darstellung I'; gehéren, haben
wir in Tab. 1 die bei den Symmetrieelementen C;,

Ciy, Cy . Sy, Dy, Dy, und Dy, moglichen Indexkom-

12 W. Dérine, Ann. Phys., Lpz. (7) 1,102 [1958].

13 Um dies zu zeigen, beriicksichtige man, daB es genau
(2n—41+1) linear unabhiangige Kugelflichenfunktionen
vom Grade (n—2 /) gibt und dafl die Summation

n/2

(Nl

2 n—4~l—|—l)=‘l) (n+1) (n+2) ergibt.
=0 =
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Kristallklasse

Zur Darstellung I'; gehirende Kugelflichenfunktionen

27
G ‘P‘"P‘*‘*lz

Cro 1) w—+¢+gl’1
2) p—>—9p

Cin 1 <P—><;0+z;£
2) cos % — —cos ¥

4
S21 <P~><P+7

und
cos ¥ ——cos ?

27
D; ) o>+

2) cos % ——cos ¥
und

¢—>F=@
27
l
2) cos ¥ ——cos ¥

3) ¢ >a—9

Dip ) g+

2
Dia 1 ¢>—>¢+Tn

b
) g>a—— -9
|

: 3) cos ¥ ——cos ¥
| und

\ Y —>a—@

Ppmcosm @ und Py sinm @ mit n beliebig und m=1Ir

Pymcosm @

Pymcosm@ und Ppmsinm @ mit n=Ilr4+27r und m=Ir

Pymcosm @ und PpMmsinm @ mit n= (I—1) r4+-2 1" und
m=lr

Pymcosm@ mit n=2r und m=Ir

Pymsinm @ mit n=2r+1 und m=Ir

Pymcosm @ mit n=2r und m=Ir

Pymcosm @ mit n=2r und (I—1) m=21r

Ppymsinm@ mit n=2r+1 und (I—1) m=(2r+1)1

mit n beliebig und m=Ir

Tab. 1. Die zur Darstellung I'; der verschiedenen Kristallklassen gehorenden Kugelflichenfunktionen.

binationen angegeben. In Tab. 2 finden sich die ent-
sprechenden Angaben fiir die zur Darstellung I')’
gehorenden Funktionen. Hierbei haben wir die
Achse mit der hochsten Symmetrie mit der z-Achse
und die Spiegelebene 0, mit der Ebene z =0 zusam-
menfallend angenommen. Sind bei einer Kristall-
klasse mehrere Spiegelebenen o, moglich, so ist eine
mit der Ebene =0 identisch. Bei mehreren zwei-
zahligen Nebenachsen fillt eine davon mit der y-
Achse zusammen. In Tab. 1 haben wir aulerdem die
Erzeugenden fiir die einzelnen Symmetrieelemente
— ausgedriickt in Polarkoordinaten — angegeben.

Bei diesen Kristallklassen ist es zweckmifig. jede
skalare Invariante aus einer Kugelflichenfunktion
zu bilden, weil dann alle Funktionen aufeinander
orthogonal sind.

Bei den Kristallklassen des kubischen Systems
konnen wir die Invarianz gegeniiber den einzelnen
Symmetrieelementen nur durch Linearkombinatio-

nen von Kugelflichenfunktionen mit demselben un-
teren Index erreichen. Am Beispiel der Kristall-
klasse T soll gezeigt werden, wie man den linearen
Zusammenhang zwischen den a,_ , ermitteln kann.
Die zwolf Symmetrieelemente der Kristallklasse 7'
lassen sich in folgende 4 Klassen ordnen:
E  Identitit,
C, Drehung um die zweizihlige Achse
(3 Elemente),
C; Drehung um die dreizihlige Achse um 2 72/3
(4 Elemente),
C,' Drehung um die dreizihlige Achse um — 2 7/3
(4 Elemente).

Eine nihere Untersuchung zeigt, daf} sich alle
Elemente dieser Klasse durch Gruppenmultiplikation
aus den beiden Elementen

08 (2,y,2)~> (2, —y, —2)

und Cél) : (2,9,2)—> (¥, 2 7)
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Kristallklasse Zur Darstellung I',” gehorende Kugelflichenfunktionen
Cio | Pymsinm @ mit n beliebig und m=Ir
Ci Pymcosm @ und Pp”sinm @ mit n=Ilr+27r+1 und m=Ir
Sa1 Pymcosm @ und Ppmsin me mit n=(I—1) r+2r4+1 und m=Ir
D, Pymsinm @ mit n=2r+1 und m=Ir
Did Pymcosm @ mit n=2r und (I—1) m=(2r+1) ! sowie
Ppmsinm @ mit n=2r+1 und (I—1) m=21r

Tab. 2. Die zur Darstellung I',” der verschiedenen Kristallklassen gehorenden Kugelflichenfunktionen.

gewinnen lassen. Nun sind die Entwicklungskoeffi-
zienten A, ,, in

K" (197 @) = Z An, m Yn, m('ﬁv 99) (4‘a 6)

so zu wihlen 4, daB die Funktionen K" (¥, ) der
Bedingung (4., 1) gehorchen. Wir beniitzen dazu die
Eigenschaft, daB sich bei einer dreidimensionalen
Drehung R(a,f,7) um die Euvierschen Winkel
a, B, y Kugelflichenfunktionen desselben Grades un-
ter sich transformieren 1°.

gﬁ(a’ ﬂ’ y)’ (47 7)
Z An,m Yn,m= Z An,mD?n’m(arﬂaV) Yn,m'-

mm’
Wegen D7, (7,0,0) = (—1)" 0y, fihrt die Sym-
metriebedingung C," auf A4, ,=0, wenn nicht
m=0, =2, +4...ist. Die Invarianz bei dem Sym-
metrieelement C;() fiihrt auf folgendes homogene
Gleichungssystem:

Z [eim’ i DZL m (0: ﬂ/2a 0) = ‘6mm'] An, w=0,
(4,8)
D», (a/2,7/2,0) =e'™ "2 D" (0, 7/2,0)

ist. Zwischen den Koeffizienten 4, ,, und 4, _n

1aB3t sich noch ein einfacher Zusammenhang ableiten,
wenn wir beriicksichtigen, daB§ C;®-Cy,™-C;W-C,M)
eine Drehung um die y-Achse um den Winkel 7 be-

weil

D [Drm(0,7/2,0) FOpp]- [Leim a2 4, =0,
2,

deutet. Wegen D7, (0,7,0)=(—1)"""0,’ _n
und der Bedingung fiir m ergibt sich

An,m’—'(_l)nAn,—m- (499)

Wir konnen nun weiter zeigen, dal das Gleichungs-
system (4,8) in zwei Gleichungssysteme mit m bzw.
m =0, +4, +8,... und m und m' = £2, +6,...
zerfillt. Multiplizieren wir (4,8) mit D" . (0, /2, 0)
und fiihren die Summation iiber m aus, dann wird
2. Anm D (0,2/2,0)

= D eima2 D}, (0,7/2,0)  (4,10)

m, m’

. D:L m (0, ﬂ/2, 0) An, m’ .

Nun ist aber

n n
; D}y m (0,1/2, 0) D}y (0, /2, 0) 4.11)

=Dy m (0,m,0) =(=1)""" 8, _p~,
so daf} Gl. (4, 10) iibergeht in
2, Ao Dl 10,72, ) et n 4, 0,
" (4,12)

wenn wir noch Gl. (4, 9) beriicksichtigen. Addition
bzw. Subtraktion der beiden homogenen Gleichungs-
systeme (4, 8) und (4, 12) ergibt weiter

(4,13)

wobei die beiden Gleichungssysteme mit oberen und unteren Vorzeichen gleichzeitig erfiillt sein miissen.
Wir sehen sofort, daB8 bei m bzw. m’ =0, £4,... das Gleichungssystem mit dem unteren Vorzeichen iden-
tisch erfiillt wird, so daB nur das Gleichungssystem mit dem positiven Vorzeichen zu losen ist. Gerade
umgekehrt ist es bei m baw. m’= £2, £6... . AuBler diesen beiden verschiedenartigen Losungstypen

14 Dag Transformationsverhalten von Kugelflichenfunktionen
untersucht man am besten an den normierten Funktionen.

Yn,m(ﬂ', @)= [(2::—1) —E—Zigg—: a PZ’L (cos 19) eime

15 E. Wiener, Gruppentheorie und ihre Anwendungen auf
die Quantenmechanik der Atomspektren, Braunschweig
1931, S. 161.
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konnen fiir ein bestimmtes n noch mehrere Funktionen desselben Typus auftreten. Ist dies der Fall, dann
werden die verschiedenen Funktionen durch passende Linearkombinationen aufeinander orthogonal ge-
macht, die durch einen weiteren Index r nach n voneinander unterschieden werden. Mit Hilfe von Gl. (4, 9)
lassen sich die vier verschieden gebauten skalaren Invarianten bei kubischer Tetartoedrie in folgender

reeller Form schreiben 16

Kmr(9,9) =,
K2n r'(ﬂ’ (P)

K2ntLr(9, @) = :‘

Sabu,am P2i (cos ) cos(dm ), (4,14)

A 4 m+2

L. %20, 4m+2 PEn (COS 19) COS[(4m+2) 97] H (4‘5 15)
dontt,4m P2rv1 (cos ) sin(4mg) (4,16)

> a5 i1, amre P2ast(cosd) sin[ (4m+2) ¢]. (4,17)

K2 n+1,r’(l9’ (P)

m

Die noch freien Konstanten legen wir so fest, daf}
die Funktion K?>™7 (¥, ¢) gleich 1 ist und daB die
Funktionen K277 (¥, @) wie sin®?® cos2¢, die
Funktionen K27*1.7 wie sin* ¢ sin 4 ¢ und die Funk-
tion K2" ™17 (9, @) wie sin? ¢ sin 2 ¢ verschwinden,
wenn cos ¥} — 1 geht. In Tab. 3 und 4 sind die Zah-
lenwerte der Koeffizienten aj, ,, fir n < 12 ange-
geben. Die Bestimmung der skalaren und pseudo-
skalaren Invarianten fiir die vier iibrigen Kristall-
klassen des kubischen Systems ist besonders einfach.
Bei dem Kristallsystem 7, miissen noch die skalaren

Funktionen invariant gegeniiber Spiegelungen an
der Ebene z=0 sein. so daB bei I'; nur die Funk-
tionstypen (4.14) und (4,15) und bei I'," (4,16)
und (4. 17) moglich sind. Bei T sind noch vierzih-
lige Inversionsachsen vorhanden, so dal} Invarianz
nur mit den beiden Funktionstypen (4,14) und
(4,17) erreicht werden kann, wihrend die beiden
iibrigen Funktionen zu I'," gehéren. Die bei der
Kristallklasse O zusatzlich vorhandenen Symmetrie-
bedingungen (vierzdhligen Achsen) werden nur von
den beiden Funktionen (4.14) und (4.16) erfillt.

n “nyo an,4 (Zn_s an,w
1
& . 28.3.7
1
¢ L T23.32.5
1 1
8 1 22.33.5.11 27.34.5-7-11
" 1 1
33.5-7-11-13 24.34.52.7-11-13-17
1 1
o " C22.3.5-7-13 T 27.34.52.7-13
1 1
91 _—
12 i 2-34.5-11 +27-35‘52-7-11
12 1 1 4l
24.3.5-7-13 27.33.52-7-13-17-19 211.35.72.11-13-17-19- 23

Tab. 3. Die Entwicklungskoeffizienten ay » firn < 12 und m=0.4,8, ... .

16 Zwischen den reellen Konstanten ay, ,; und den komplexen Konstanten Ay, , besteht folgender Zusammenhang

1 4n+1 2n—m)! |’
a2n .m= om0 ¢ 47 ) : Ez’n_’_:;, ] ’ (A2 n,m+A2n, -m),
i 4n+3) 2n+1—m)!]%
@n+l,m= 1+5m0[( e E2Z+1+:;, (A2n+1,m—A2n+1, -m).
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n %n, On.g On,10
1
g 15 |
6 Lo | - N ?
2-3-5-7 24.33.5.7.11
7 r 1
2-3%-7 24:34-5+7+13
9 I e s
2.32.5.11 24.34.52.7.11
10 1 1 . o 1
3%-5-11 25.34-52-7-11-13 28-3%.5%-7-11-13-19
1 - . , I
3:5-11-13 25-3-5%2-7-11-13-17 28:38.5%-7-11+13-17
12 = e B . S
3-7-11-13 26.3%3-7-11-13-17 | 28.35-52.72.11-13-17

Tab. 4. Die Entwicklungskoeffizienten an, p fiir n < 12 und m=2,6, ... .

Gegeniiber den Symmetrieelementen der Kristall-
klasse O}, sind nur die Funktionen (4, 14) invariant.
Die zur Darstellung I',’ gehorenden Funktionen
sind vom Typus (4, 16).

Fiir viele Untersuchungen ist gar nicht die Form
der skalaren bzw. pseudoskalaren Invarianten n-ten
Grades, sondern nur ihre Anzahl von Interesse.
Diese Frage a6t sich am besten mit Hilfe der Grup-
pentheorie beantworten. Wir miissen dazu abzéhlen,
wie oft die identische Darstellung I'y bzw. die Dar-
stellung I'," in der (2n+1)-dimensionalen Darstel-
lung der Kristallgruppe enthalten ist, welche die

Kugelflichenfunktionen n-ten Grades aufspannen.

Mit Hilfe der Orthogonalitatsrelation der Charak-

tere erhalt man fiir diese Anzahl

c= %Z hy, yx fiir die Darstellung I';, (4, 18)
%

’ 1 1
=D hegw— - D hiax (4,19)
g k/ g k!l

fiir die Darstellung Iy,

wobei g die Anzahl der Symmetrieelemente der
Gruppe ist, welche der Kristallklasse zugrunde liegt.
hy, ist die Anzahl der Elemente der Symmetrieklasse
€%, und y; der Charakter der Symmetrieelemente
der Klasse €, in der (2 n + 1)-dimensionalen Darstel-
lung der Kugeldrehgruppe. Bei der Darstellung I',
werden mit £ die Klassen mit reiner Drehung und

n 01 Sz . Clh 02 C2h , Cgv , l)2 .Dzh ,
Bl | 5§ | B | | I | I n | o

2r 4r+1 4r+1 | | 2r+1 2r 2r+1  2r+1 ‘ r+1 r r+1 r+1
2r+1 4r+3 i 4r+3 i 2r+2 | 2r+1 ‘ 2r+1 ‘[ 2r+1 ‘ r+1 r r r

Tab. 5 — Tab. 9. Die Hiufigkeit der Darstellungen I'; und I'y” in der (2 n-+1)-dimensionalen Darstellung bei den verschiede-

nen Kristallklassen.

n S, | C4 Cap Dog Cuy D, Dyn
I, Iy | I, n | n Iy I, Iy I, ry
4r | 2r+‘177\7 2r | 2r+1 | 2r+1 i77—%-1 r | r—&-l/ ro | or+1 r—+
4r+1 2r 2r+1 | 2r+1 | [ 2r+1 I r r r+1 r r r
4r+2 | 2r4+1 | 2r4+2 | 2741 | 2r+1 | r+ r+1 r—+1 r r+1 r+1
ar+3 | 2r+2 | 2r41 | 2r41 | 2r+1| r+1 roorl r r
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n Cy ‘ Cs; Csy Dy D3q
1 | Fl/ Fx Fll rl F{
6r 4r+1 dr+1 |  2e41 | 2r 2r 1 241 |
6r-+1 4r+1 4r+1 2r+1 2r 2r 2r
6r+2 4r+1 4r+1 2r+1 27 2r+1 2r+1
6r-+3 4r+3 4r+3 2r 42 2r+1 2r+1 2r+1
6r-+4 4r+3 4r+3 2r+2 2r+1 2r+2 2r+2
6r+5 4r+3 s 2712 2r+1 341 2r 41
Tab. 7
n C3p , Ce Ceén , D3y, , Cep , Dy Dgp,
Iy I Iy I I, I, I Iy Iy Iy
67: 2r+l 72r 2r+1 2r+17 : ;+l r r+1 r R r+1 r+1 -
6r-+1 27 2r+1 2r+1 2r+1 r r r+1 r r r
6r+2 2r+1 2% 2r+1 2r+1 r+1 r r+1 ¥ r+1 r+1
6r+3 | 2r+2 2r+1 2r+1 2r+1 r+1 r r+1 r r r
6r+4 2r+1 2r+2 2r+1 2r+1 r<+1 r4+1 r+1 r r+1 r+1
6r+5 2r+2 2r+1 2r+1 2r+1 r+1 r r+1 r P r
Tab. 8
n ‘ P P , Pi , 0 Oy
I, Iy I, Iy I, I
127 2741 2r+1 v+l | r | rtl r+1
12r+1 2r 2r r r r r
12r+2 2r 27 r P r r
12r+3 2r+1 2r+1 r+1 r r r
12r +4 2r+1 2r+1 r+1 r r+1 r+1
12r+5 2r 2r r r r r
12r+6 2r4-2 2r+2 r+1 ! rd+1 r+1 r+1
12r +7 2r+1 2r+1 r+1 oy r r
12r+8 2r+1 2r+1 | r+1 r r+ r+1
12r+9 2r+2 2r+2 r+1 r+1 r+1 r+1
12r 4+ 10 2r+2 2r+2 1 r-+1 r+1 r-+1 r+1
12r+11 2r+1 2r+1 ; r+1 r r r
Tab. 9.

mit £ die Klassen mit Spiegelungen und Inversion
bezeichnet.

Die mit diesen Beziehungen berechneten Anzahlen
¢ und ¢" haben wir in den Tab.5—9 fiir die ver-
schiedenen Kristallklassen angegeben. Die Spalten
fiir die Kristallklassen D, Dg und O stimmen mit
den bei BerHe '7 bzw. Dorine 12 angegebenen Hau-
figkeiten iberein.

17 H. Betng, Ann. Phys., Lpz. (5) 3, 133 [1929].

5. Berechnung der Tensoren mit richtigem
Transformationsverhalten

Durch Differentiation der skalaren bzw. pseudo-
skalaren Invarianten gemdfl Gl. (3,2) bzw. (3,3)
lassen sich Vektoren mit dem richtigen Transforma-
tionsverhalten gewinnen. Diese Differentiation fiihrt
man zweckmifBigerweise in rechtwinkligen Koordi-
naten durch, indem man in den skalaren Funktionen
die Kugelflichenfunktionen durch die zugehorigen
Polynome ersetzt.
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stellung mit (normierten) Kugelflachenfunktionen.
Die in Gl (3,2) und (3,5) auftretenden Differen-
tiationen lassen sich in folgender Weise durchfiihren:

Will man dagegen das Transformationsverhalten
der so gewonnenen Vektorfunktionen und ihre Héu-
figkeit untersuchen, verwendet man besser die Dar-

e Y GRS Yoot n | LI E Yok
o [y EEmEm g ey,
(5,1)
itxgrad Y, m= “T Y(ntm) (n—m+1) Y, .
- —i,mY, . (5:;2)

+ 7V n—m) (ntm+1) Yo

Da Kugelflichenfunktionen Y, ,, mit verschiedenem n bei der dreidimensionalen Drehgruppe verschie-
denes Transformationsverhalten haben, liefert also die Gl. (3,2) im allgemeinen zwei verschiedene Vektor-
funktionen. Bei Gl. (3,3) bekommt man dagegen immer nur eine Vektorfunktion. Aus einer skalaren
Funktion, die sich nach der Darstellung D, der dreidimensionalen Drehgruppe transformiert, kénnen wir
also drei linear unabhingige Vektorfunktionen K;™ ¥) (9, @) erhalten, wobei der zweite Index das Verhalten
der Vektorkomponenten bei einer Punkttransformation beschreibt.

LK (9 )= L 2 [ K™ (9, 9)], (5,3)
n Ou;
n, g mn) _ 2 . 9 n, K(n)
r Kl (ﬁa (p) = n(n+1) sl]k Z] SZk [r K (193 (}9)] s (59 4‘)
2 K@, g) = - 1 2 LK (9,4)]. (5.5)
(n+1) CJuj

Durch die verschiedenen Potenzen von r vor der
Funktion K™ kénnen wir erreichen, daBl bei der
dyadischen Differentiation nach Gl. (3,2) immer
eine Funktion Null ist. Unseren Bemerkungen in
Abschnitt 3 entsprechend mufl K" (¢, ¢) in Gl. (5, 3)
und (5, 5) eine skalare und in Gl. (5, 4) eine pseudo-
skalare Invariante sein, wenn man einen polaren
Vektor K; % (¥, @) erhalten will. Einen achsialen
Vektor erhilt man, wenn man bei (5,3) und (5,5)
eine pseudoskalare und bei (5,4) eine skalare In-
variante differenziert. Da wir die Vektorfunktionen
durch Ableitung homogener Polynome erhalten ha-
ben, besitzen sie noch folgende Eigenschaften:

1. Qoun=D) _p K (5,6)

1. RQEntl) — p K (5,7)
mon) _ 2T (@m,n+1) _ @n,n—1)

rx§ S (R fenh) - (5,8)

Tensoren hoherer Stufe

Bei der Berechnung der Tensoren zweiter Stufe
konnen die Tensoren KE'}‘"_I), K{? " und Kf']l-’"ﬂ)

auf verschiedene Weisen erhalten werden. So kann
man zum Beispiel den Tensor K;? ") durch dyadische
Differentiation von K{""~1 gemiB Gl. (5, 5), durch
dyadische Differentiation von K{""*1 nach Gl. (5, 3)
und durch vektorielle Differentiation nach Gl. (5, 4)
gewinnen. Es ldft sich nun zeigen (vgl. Anhang A),
daBl die so erhaltenen Funktionen sich nur durch
Ausdriicke der Form

(n,n—1)

Eijk KL bzw. Eijk K;:l’n_ﬂ) und 6@' K("’ )

voneinander unterscheiden. Ziehen wir daher von
den so gewonnenen Tensoren alle Gebilde ab, die
sich wie Vektoren bzw. Skalare bei einer Koordina-
tentransformation verhalten, dann erhalten wir iiber
die verschiedenen Wege nur einen irreduziblen Ten-
sor zweiter Stufe. Als irreduziblen Tensor I-ter Stufe
bezeichnen wir ein Gebilde mit (27 + 1) Komponen-
ten, die sich bei einer dreidimensibnalen Drehung
des Koordinatensystems wie die Darstellung D,
transformieren. Die iiblichen Tensoren sind im all-
gemeinen reduzibel, d. h. lassen sich in eine Summe
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irreduzibler Tensoren derselben und niedrigerer
Stufe zerlegen. Mit dem im Anhang A angegebenen
Beweis konnen wir durch vollstindige Induktion

zeigen. dal man durch [-maliges Differenzieren

H.BROSS

von K" einen und nur einen Tensor l-ter Stufe
K™, mit n—1<n" <n+l gewinnen kann. Wir
geben noch die Beziehungen an, aus denen sich die

Tensoren zweiter Stufe berechnen lassen.

n—2 g-n, n— 1 (=1 pru,n—1) 1 7. (n K
A G e VA L ¢ B A A1 (5.9)
n—1 rrn,n—1 1 =1 prn,n—1 M—=1, prn, n—=1
P :(n—l)(n—Ll) [Eimxllvq(r K" )—i—e]-,,,,x,,vq(l K; ”
- (n—1) n(n+1 [eipg 2p V¢ V(1" K") + ipg Tp Vg Vi(r" K") (5,10)
nogenn 3 n+ n,n+ n+1 g-n,n+ 2n+3 n
PR = o V(TR g (T R )] - SRR 6y K
3 on -n grn,n—1 = n,n—1 2n—1 n K
o 2(n+1) = [v ( ot )+v ( & )]_ n+1 o Al
e J" n 2]1_1 i (s KN ) (m KN =
= n(n+l) VzV] K 5 [%V;(r K") + z; V1(r K )] (5,11)
n(2n—l) 6,-J-r"K"},
n+1 prn,n+1 1 f n+1 grn, n+1 n+1 grn, n+1\\
i T n(n+2) \FiraTr Vo (T Kj ) +€ipa Tp Vg (r K; )i’
— n—rl)(n+2) {r2[eipg 2y V¢ Vilr* K®) + €550 %p V o Vi (r* K) ] (5.12)
— (2 n-+ 1) [Equlj.’l?p vq(r"K”) +s]~p,1x,-zp v,,(r" K")]} -
—n=3 g(n,n+2) 1 [,.,-n-2 prn,n+1 ) - —n—1Kn 5 )
R e Vilr " 2K = E +1> —5 i Valr LK) (5,13)
mit V,:B/axi.

Der durch vollstandige Verjiingung zweier Tensoren [-ter Stufe erhaltene Ausdruck besitzt folgende Ortho-

gonalitédtseigenschaft:

JE™™, (8, ¢) K" (9, 9) do =

’ F 3
O, wenn n#+m oder n +m .

(5.14)

Die Beziehung fiir n" + m’ folgt sofort aus der Orthogonalititseigenschaft der Kugelflichenfunktionen. Den
Beweis fiir n+m fihren wir im Anhang B durch vollstindige Induktion.

6. Polare und axiale Tensoren bei den
verschiedenen Kristallklassen

Es ist eine bekannte Eigenschaft von polaren Ten-
soren gerader Stufe und axialen Tensoren ungera-
der Stufe, die nicht von einer weiteren Grof3e abhin-
gig sind, dal sie bei einer Inversion nicht verdandert
werden. Kristallklassen, die durch Zufiigen eines In-
versionszentrums identisch werden — d. h. Kristall-
klassen mit derselben Lave-Symmetrie — haben
deshalb auch gldiche polare Tensoren gerader und
axiale Tensoren ungerader Stufe. Kristallklassen mit
gleicher Laue-Symmetrie brauchen bekanntlich nicht
dieselben reinen Drehungen i als gemeinsame Sym-

metrieelemente zu besitzen, sondern es geniigt, wenn
die Symmetrieelemente einer Kristallklasse aus dem
Produkt der Inversion und der reinen Drehungen
aufgebaut sind, wobei jedoch unter den Drehungen
die Identitat ausgeschlossen sein muf3. Zum Beispiel
gehort die Kristallklasse Cy; zur selben Laue-Sym-
metrie wie C; und Cs;,, weil sich die Symmetrie-
elemente von Cy; durch J R:(zi) darstellen lassen, wo-
bei mit RS die Symmetrieelemente von C, (auBer
der Identitit) bezeichnet werden.

Wesentlich andere Verhiltnisse liegen vor, wenn
die Tensoren von einer weiteren Grofle abhingig
sind, weil nunmehr bei der Inversion auch noch die



RICHTUNGSABHANGIGKEIT PHYSIKALISCHER EIGENSCHAFTEN IN KRISTALLEN

Punktkoordinaten transformiert werden miissen.
Nur wenn das Argument ein axialer Vektor ist,
gilt wieder, daf die polaren Tensoren gerader Stufe
und die axialen Tensoren ungerader Stufe bei
Kristallklassen mit gleicher Laue-Symmetrie iden-
tisch sind. Fiir den Fall, daf} die Tensoren eine Funk-
tion eines polaren Vektors sind, gelten die beiden
folgenden Saitze:

1) Kiristallklassen gleicher Laue-Symmetrie besit-
zen dieselben polaren Tensoren 2l-ter Stufe und
achsialen Tensoren (21+1)-ter Stufe, wenn ihre
Komponenten eine gerade Funktion der Komponen-
ten des polaren Vektors sind.

2) Kiristallklassen mit gleicher Lave-Symmetrie
besitzen dieselben axialen Tensoren 2 I[-ter Stufe
und polaren Tensoren (27— 1)-ter Stufe, wenn ihre
Komponenten eine ungerade Funktion der Kompo-
nenten des polaren Vektors sind.

Der Beweis fiir die beiden Behauptungen ist sehr
einfach. Die Beziehung (2, 3) bzw. (2,4) lautet fiir
eine Kristallklase, die aus den Symmetrieelementen
I RN aufgebaut ist

IR, Te..a®=2(=1)"* Ty +(R,1)
=Ti1...iz(r)5

wenn sich die Tensorkomponenten bei einer reinen
Drehung der Punktkoordinaten wie die Darstellung
D, transformieren. Das positive Vorzeichen bezieht
sich dabei auf polare, das negative Vorzeichen auf
axiale Tensoren. Mit den in beiden Sitzen gemach-
ten Voraussetzungen erhilt man also dieselbe Bezie-
hung, wie sie von den Tensoren der durch die Sym-
metrieelemente N charakterisierten Kristallklasse er-
fullt wird.

7. Phinomenologische Theorie der galvano- und
thermomagnetischen Effekte

Wie sich die Richtungsabhéngigkeit der physikali-
schen Eigenschaften in Kristallen mit Hilfe der hier
definierten Tensoren ausdriicken laft, soll am Bei-
spiel der galvanomagnetischen und thermomagneti-
schen Effekte gezeigt werden.

Bei der Betrachtung von Transportproblemen
nimmt man heute allgemein einen linearen Zusam-
menhang zwischen den Stromen — der elektrischen

18 A, H. Wison, The Theory of Metals, Cambridge University
Press, Cambridge 1954.
19 H. B. CarLex, Phys. Rev. 73, 1349 [1948] ; 85, 16 [1952].
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Stromdichte § und der Warmestromdichte I8 — und
den treibenden Kraften — dem Gradienten des elek-
trochemischen Potentials und der Temperatur T —
an. Als elektrochemisches Potential wird die Grofle

/‘=§—€<P (731)

bezeichnet, wobei { die freie Energie eines Leitungs-
elektrons (Fermi-Energie) und e ¢ seine elektrosta-
tische Energie ist. Die Verkniipfung zwischen diesen
Vektoren geschieht durch polare Tensoren zweiter
Stufe, die jedoch durch den nach der elektrischen
Feldstirke € = — grad ¢ und der Warmestromdichte

B aufgelosten linearen Zusammenhang definiert
sind 18 19;

Ei=0i]; +Si;;-\/; T — i Vil

Wi=I1;J];—»;*\/; T — i”]z"

(7,2)
(7,3)

hierbei ist o der Tensor des spezifischen Widerstan-
des, » der Warmeleitfahigkeitstensor, I7 ist der PEL-
TiER-Koeffizient und S die Thermokraft.

Mit Hilfe der Thermodynamik der irreversiblen
Prozesse kann man zeigen, daBl bei Anwesenheit
eines dufleren Magnetfeldes die obigen Transport-
tensoren folgende Eigenschaft haben 19 20

2#:;(9) =#;i(— 9) , (7,4)
0ii(9) =0i (- 9), (7,5)
IT;(9) =T S;i(- 9) - (7,6)

Diese auf Oxnsacer?!' zuriickgehenden Beziehun-
gen wurden von Konrer 22 durch Untersuchung der
Symmetrieeigenschaft der Borrzmannschen Trans-
portgleichung auch elektronentheoretisch bewiesen.

Durch das duBere Magnetfeld werden alle Trans-
porttensoren unsymmetrisch. Wir zerlegen sie daher
in folgender Weise in irreduzible Tensoren nullter,
erster und zweiter Stufe:

Ti(§) =05 TO(D) +en TE (H) + T (D)
(7,7)

wobei T () und T,-(gj) ($) polare Tensoren und
TP (H) ein axialer Vektor sind. Eine wesentliche
Vereinfachung ergibt sich nun aus der Tatsache, dafl
die magnetische Feldstarke bei einer Inversion ihr
Vorzeichen nicht andert, d.h. ein axialer Vektor

ist. Wie im Abschnitt 6 erlautert wurde, sind die

20 H. B. G. Casivir, Rev. Mod. Phys. 17, 343 [1945].
2t 1. Onsacer, Phys. Rev. 37, 405 [1931]; 38, 2265 [1931].
22 M. KonLer, Ann. Phys., Lpz. (5) 40, 601 [1941].
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oben eingefiihrten Tensoren 7 (§) mit r=0, 1,2
fir die Kristallklasse mit gleicher Lave-Symmetrie
identisch, so daB wir nur die 11 Kristallklassen,
deren Symmetrieelemente reine Drehungen sind, zu
untersuchen haben.

Wegen der verschiedenen Form der Onsacer-Be-
ziehungen (7.4) bis (7,6) miissen wir nun die
Entwicklungen fiir den elektrischen Widerstands-
tensor und fiir die Warmeleitfihigkeit einerseits und
fur die Thermokraft und fiir den PeLtier-Koeffizien-
ten andererseits getrennt ausfiihren.

Zunichst ergibt sich wegen (7,4), da} die ent-

sprechend zu (7.7) gebildeten GroBen o® () und
0® (

i
der Vektor of"’ (§) dagegen eine ungerade Funktion
des Magnetfeldes sind; fiir die entsprechenden Gro-
Ben des Wirmeleitungstensors gilt dasselbe. Wenn
wir nun die oben eingefiihrten GroBlen nach den
Vektorkomponenten des Magnetfeldes entwickeln,
erhalten wir harmonische Polynome der Form
H™»r HgH; " mit m, n und p < 2L, wenn wir
bis zu den Gliedern 2 L-ter Ordnung gehen. Da diese
Funktionen die richtige Kristallsymmetrie besitzen,

lassen sie sich durch die in Abschnitt 4 und 5 defi-

L L
PP

(H) nur gerade Funktionen des Magnetfeldes,

Jioijlj _

D =
- Jg

Y‘ V‘ Z R(O" TH‘ZIK(‘Zn,r\

=0 (Hz 0 r

wenn die Stromrichtung durch die Richtungskosinusse cos 2, .

H. BROSS

nierten Tensoren nullter, erster und zweiter Stufe
ausdrucken.

L L
V()= 2 2 2 Rih, HYKEND, (1)
o) (§) = i % le”] L HEUU g (mrs2he)
= A:I 7%, 7 (7 8)
< & l ( k
(2 4’\ 2 r;2k)
‘11)(55 ;ZZ nr;kH Kz"]z’, T (7,9)

Mit dem Index r bezeichnen wir dabei die verschie-
denen fiir ein bestimmtes n moglichen Funktionen.
In den GIn. (7,8) und (7.9) ist auBlerdem noch
iiber alle Werte von n zu summieren, die fiir ein
bestimmtes k& < 2 L moglich sind. Die Zahl der
fir ein bestimmtes L frei wihlbaren Koeffizienten
Ry, .. R, ... und R?) ., laBt sich mit den in
den Tab.5-9 angegebenen Haufigkeiten der Dar-
stellungen I'; berechnen; sie stimmt genau mit den
von Kao und Karz angegebenen Werten iiberein.

Mit der bekannten Beziehung?? aus der Tensor-
rechnung konnen wir nun die elektrische Leitfihig-
keit fiir eine bestimmte Stromrichtung berechnen. Es
ergibt sich

ZR

(2)
Lin,ry k

(7,10)

2 n,r;2k)
H K,(]-' cos a; cos a;,

cosay, und cosay gekennzeichnet ist 24, Die

Anderung des elektrischen Widerstandes im Magnetfeld ist also eine gerade Funktion der magnetischen
Feldstirke, enthilt also die Koeffizienten Rl n,r.x Dicht; im Gegensatz zum Havr-Effekt. der weder eine
gerade noch eine ungerade Funktion der magnetlschen Feldstarke ist.

Wie aus den Beziehungen (7,6) ersichtlich ist, braucht der Tensor des Pertier-Koeffizienten selbst bei
verschwindendem Magnetfeld nicht symmetrisch zu sein. Auflerdem sind auch die entsprechend zu (7, 7)
bis (7.9) gebildeten GroBen ITO, ITV, H,“;) weder gerade noch ungerade Funktionen der Kompo-
nenten der magnetischen Feldstirke, so dal man folgende Entwicklung anzusetzen hat:

L L L L
\ 0 + 21 2 ) % (0); = :27-1 (2n—1,
mo@) - 3 5 3 Pt a1 5 5 S Pl g, @1
=0n=0 r i=1n=1
1) ; ~ ﬁﬁ {’ 1); = 21=1 (n,r;2%k—1) \‘ V \ 1), + 21 (n,r;2k)
IT; () = _-;Zpl;fi,r;kH K; + 2y 2o P e H WK , (7,12)
l=1k=1n,r l 0 k=0 n r
L L L L
IT® (& Z Y X P(?),+ HZIK(n,r;‘_’I,') e Z Z Z Pl’» e 2i—1 Kllz.r;?k—l)
ij (53)21 - 04_, Lin,r; Kk i { lnlA ij . (7,13)
=0k=0n,r =1 k=1n,r

23 J. F. NyE, Physical Properties of Crystals, Clarendon Press,
Oxford 1957, p. 26.

24 Die im zweiten Glied vorkommenden Summen iiber i und j
lassen sich durch Bi-sphirische Harmonische ausdriicken.

cosa; K3 2k (9, ) cosa; = = BP7 (8,903 0, 9) -

o und @, smd hierbei die Polarkoordinaten des Strom-

vektors. Mit Bi-sphidrischen Harmonischen bezeichnen wir
die harmonischen Funktionen der beiden Variablenpaare
Py, o und ¢, @ , die sich bei einer Deckoperation wie die
identische Darstellung transformieren. Bi-sphidrische Har-
monische der Kristallklasse O wurden schon ausfiihrlich
untersucht (H. Bross, Z. Naturforschg. 14 a, 892 [1959]).
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Uber die Indizes n und r wird dabei in derselben
Weise summiert wie beim elektrischen Widerstand.
Wegen der Onsacer-Relation gelten fiir die Grofen
TSV(H), TS (H) und TSP (H) dieselben Be-
ziehungen, wenn man nur in (7, 11) bis (7, 13) vor
der zweiten Summe jeder Zeile ein Minuszeichen ein-
fihrt.

Unmittelbar nach Fertigstellung dieses Manuskrip-
tes erschien die Arbeit von W. DorinGg und G. Simox
iiber ,,Die Richtungsabhingigkeit der Magnetostrik-
tion“ in Ann. Phys., Lpz. (7) 5, 373 [1960]. Die
in dieser Veroffentlichung beniitzte Methode zur Be-
rechnung der Tensoren zweiter Stufe mit dem rich-
tigen Kristallsymmetrieverhalten unterscheidet sich
vollig von dem in der vorliegenden Arbeit ange-
wandten Verfahren, das auBBerdem auch bei Tenso-
ren hoherer als zweiter Stufe noch beniitzt werden
kann.

= (n, )\ _ (n, k—1)
Op {K— J _kK—p '

0, {K™P} =+ (k+1) K™}

0 k(L1
0 g (k) _ k(k+L
Oy K™ H = 222

(n, k)
K—p

Mit dem Strich — haben wir die Folge der Indizes
iy .. .i—2 angedeutet. Durch den Operator @, wird ein
vorher aus Kugelflichenfunktionen k-ten Grades gebil-
deter Tensor (/—2)-ter Stufe in einen Tensor (I —1)-ter
Stufe ibergefithrt, der aus Kugelflichenfunktionen
(k—1)-ten Grades gebildet wird. Der Operator O;_
erhoht den Grad der Kugelflichenfunktionen um 1, der
Operator O} 148t den Grad unverindert.

873
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Anhang A

Im Abschnitt 5 haben wir erwahnt, dal man durch
l-faches Differenzieren einer Funktion K einen und
nur einen irreduziblen Tensor I-ter Stufe K fln n)”
mit n—I < n’ < n+l erhilt. Den Beweis dieser Be-
hauptung fithren wir durch vollstindige Induktion. Wir
nehmen dazu an, daf} es nur einen irreduziblen Tensor

(I—2)-ter Stufe 1(1(1"_’.":),1‘2 gibt und zeigen, daB} die
durch Differentiation iiber verschiedene Wege abgeleite-
ten Tensoren I-ter Stufe sich nur durch Tensoren (I—1)-

und (I —2)-ter Stufe voneinander unterscheiden.

Dazu definieren wir die folgenden Funktionsoperato-
ren

e " L Sl (A1)
S LV [r_k_lK(_"’k)], (A2)
=r Feprs 2, Vs [rF K™ P (A3)

soren niederer als /-ter Stufe unterscheiden, dann darf
die Differenz zweier Funktionsoperatoren, die besagte
Tensoren erzeugen, einen oder gar keinen Funktions-
operator enthalten. Beim Beweis, den wir fiir alle mog-
lichen Operatorprodukte ausfiithren miissen, brauchen wir
nur die Eigenschaft, daB r* K ™% und r—*-1 K" %)
harmonische Funktionen sind. Wir wollen ihn am Bei-
spiel der beiden Produkte Og 03 und 0; O, durch-

Wenn sich nun die auf verschiedenen Wegen berech- fiihren, die aus den Tensor K™ %) einen Tensor K(_";,kq)
neten Tensoren [-ter Stufe voneinander nur durch Ten- machen.
Es ist 0F 07 {EBW} — 1y [r 2R Y, [p* kW)
=@2k—1) r gy Vo[rP K™ F] _r=k+2V, Vo [r* K F) (A4)
und Og 02 {K . k)} =17 eprs eqto xr Vs 2t Vo [rk K™ k>] a (A5)
Mit den Eigenschaften der ¢-Tensoren 23
&ijk Elmk =0l Ojm— Oim Ojl (A6a)
Eikl Ejmn Ak Am by bn= (ai bj+a; b;) (a-b) —a;aj b>—a® b; bj+dij[a® b2 — (a b) (a b)] (A6b)
wird 05 0 {K®F)% — =k {(2p Vg+24 V) (0 V) —2p Vg—2p2g 4—12 V, V,
+0pq[rt A= (V) ¢V} [PFKEF] =r =k {(k—1) zp Vq [rF K]
Fha Yy [ ROR] 2V, V[ K™ ki K®PY (A7)

25 A. Duscrek u. A. Hocurainer, Grundziige der Tensorrechnung in analytischer Darstellung, I. Teil, Springer-Verlag,

Wien 1954, S. 74.
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Bilden wir nun die Differenz von (A, 4) und (A, 7), dann heben sich gerade die beiden Operatoren weg, die den

Tensor I-ter Stufe erzeugen.
0 0 (n, k + = S k)
Opoq{K—n >}—Op o, {I‘— }“

—kr kg, Vo [P KO 4 krk 2, Vy [rP KR — 6pg RK™ D)

(A8)

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, lassen sich die ersten und zweiten Glieder auf der rechten Seite zu einem

irreduziblen Tensor (/—1)-ter Stufe zusammensetzen.

05 oY (kP — o} o, {K™F)

= —kepq O] (KM} — 8,0 k2 KH),

=—kr ¥ epq et 2 Vs [rF KB —

Bpg K2 K™P
(A9)

In gleicher Weise lassen sich die anderen Operatorprodukte ausrechnen. In Operatorschreibweise erhélt man

();O(I—-O;Oq‘ = —
0 H0 =
Op()q-()p o

— 0 0 = o
0, 05— 050, = —kepq OF ,

(2Ek+1) dpg+ 2k+1) g5 OF, (A 10)
;2—(k+1)25pq+(k+1) Epql 0?, (A11)
0 0) — 0% 07 = + (k+1) epy O] . (A12,13)

Die auf verschiedenem Wege erhaltenen Tensoren /-ter Stufe konnen sich also voneinander nur durch Tensoren

(!—1)-und (I—2)-ter Stufe unterscheiden.

Anhang B

Den Beweis, dal das Integral des vollkommen ver-
jingten Produkts zweier Tensoren [-ter Stufe

JEED BT, do

verschwindet, fithren wir wieder durch vollstindige In-
duktion. Wir nehmen also an, daf} die Behauptung fiir
einen Tensor /-ter Stufe richtig ist. Die Tensoren ([41)-
ter Stufe kann man durch dyadische bzw. vektorielle
Differentiation erhalten.

Wir fithren zunéchst den Beweis fiir

(n, k) = g,k
foﬂ-l»l iy . ’l} Oil-}»l lle } do

durch. Bei diesem Ausdruck tritt unter anderem das
skalare Produkt V (z) V (v) auf, das wir in folgender
Weise umformen konnen

V) V) =3[4@v) —udv—vdu], (B1)

wobei u und v harmonische Funktionen sind. Infolge-
dessen verschwinden die Beitrage der beiden letzten
Glieder, so da} folgender Ausdruck iibrig bleibt

el
i IR A8 |
r—2k+2

. 2k g7 (n, k) - (n' k)
——fA (T I‘i,.‘.ill\il...i,)dw'

2 k? (B5:2)

Wir haben nun angenommen, daBl das Integral iiber
das Produkt fK"’ k), K(" k)l dw verschwindet. Bei

einer Entwicklung dleses Produktes nach Kugelflichen-
funktionen wire also der Koeffizient von Y, (cos )
Null. Da der 4-Operator auf eine Kugelflichenfunktion
angewandt deren Grad nicht verdndert, verschwindet das
obige Integral. Bei dem obigen Beweis haben wir noch
keine spezielle Annahme iiber die Form der harmoni-
schen Funktion gemacht, er gilt daher entsprechend auch
fiir das Produkt der beiden anderen dyadischen Ablei-
tungen.

Das Produkt zweier vektorieller Ableitungen 1afit sich wie folgt umformen

2k

mE) gEE)
& 4kz(k—i—l)2

LRI 10 fyoealipn
_ 4 (k) g (n', k)
- (k+1)2K1, v Kz -

Bei der Integration iiber die Oberfliche verschwindet
das erste Integral, weil wir angenommen haben, daf} das
Produkt der beiden Tensoren I-ter Stufe orthogonal ist.
Die Orthogonalitdt des zweiten Integrals haben wir aber
bei den dyadischen Ableitungen bewiesen.

[r grad r* K(" » ][r grad r’“K(” ")]

2 (k+1)2

u

r—2k+2

( grad rk KZ(.:I.‘ ” i, » grad rk Kf',".".k-.)iz) . (B3)

Die Orthogonalitat des Produktes aus dyadischer und
vektorieller Ableitung ist selbstverstindlich, weil der
entstehende Ausdruck eine ungerade Funktion in bezug
auf den Ursprung des Koordinatensystems ist.



